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CONTRIBUTIONS TO THE REDUCTION THEORY 
OF THE DECISION PROBLEM 


Fourth paper 
Reduction to the case of a finite set of individuals 


By 
LASZLO KALMAR (Szeged), corresponding member of the Academy 


1. In view of CHuURCH’s theorem! stating the non-existence of a recursive ? 


algorithm for the solution of the decision problem of the first order predicate 


_ Calculus, the researches dealing with the decision problem are going through 
_ two lines. On the one hand, one is looking for particular cases of the general 
: problem with a solution by a recursive algorithm; on the other hand, one 
tries to reduce the general problem (by recursive means) to some of its 
particular cases. A pair of results in both directions can be regarded in some 


™* 


respect as final if the particular case to which the general problem has been 
reduced is in that respect the next more complicated one to the particular case 
which has been solved by a recursive algorithm. E. g. the solution of the 
decision problem (in the satisfiability formulation) for first order formulae 
having a Skolem prefix with two universal quantifiers,’ i. e. of the form 


r (%1) (%2) (EX): --(EXn)M, 
where the matrix M does not contain any quantifier, and GODEL’s reduction 


1 A. Cuurcn, A note to the Entscheidungsproblem, The Journal of Symbolic Logic, 1 


(1936), pp. 40—41 and 101—102. 


2 Recursive (algorithm, function, dependence etc.) means throughout general recursive 
in the sense of HersranpD—G6pEL—KLEENE; see S. C. Keene, General recursive functions of 


"natural numbers, Math. Annalen, 112 (1936), pp. 727—742. 


3 See K. Gopet, Ein Spezialfall des Entscheidungsproblems der theoretischen Logik, 
Ergebnisse eines math. Kolloquiums, 2 (1932), pp. 27—28, and Zum Entscheidungsproblem 
des logischen Funktionenkalkiils, Monatshefte fiir Math. und Phys., 40 (1933), pp. 433— 
443, especially pp. 433—441; L. KarmAr, Uber die Erfiillbarkeit derjenigen Zahlausdriicke, 
welche in der Normalform zwei benachbarte Allzeichen enthalten, Math. Annalen, 108 
(1933), pp. 466—484; K. Scuirre, Untersuchungen zum Entscheidungsproblem der mathe- 
matischen Logik, Math. Annalen, 109 (1934), pp. 572—603, and Uber die Erfiillbarkeit einer 
Klasse von logischen Formeln, Math. Annalen, 110 (1935), pp. 101—194. 
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theorem! stating the equivalence of the decision problem with the satisfiability 
question for first order formulae having a Skolem prefix with three universal 


quantifiers, i.e. of the form 
(1) (X1) (22) (2%) (EX,)-+ (Ex) M, 
form a final result as to the number of the universal quantifiers. ° 

One is inclined to regard the classical solution® of the decision problem - 
for sets of a given finite number of individuals, together with LOWENHEIM’ s 
theorem’ reducing the decision problem to the case of an enumerable set of 
individuals, as a final result, for there is no cardinal number between the 
finite integers and the cardinal number N, of the enumerable sets. However, 
in this paper I shall sharpen LOWENHEIM’s reduction theorem by using the 
concept of an arbitrary finite integer as intermediate between the concept of a 
given finite integer and N,. Indeed, I shall show that the decision problem is" 
equivalent to the aitestiony whether or not a finite set exists where a given 
first order formula can be satisfied. More explicitly, | shall prove the 


THEOREM. To any given first order formula A it is possible to construct 
another first order formula B such that A is satisfiable if and only if there 
is no finite set on which B can be satisfied. ; 


As a corollary of this theorem and the fact, to be seen from its proof, 
that B depends recursively on A, we shall obtain a theorem, proved formerly 
by TRACHTENBROT by another method, * stating the non-existence of a recursive 

algorithm for deciding, which first order formulae are satisfiable in the finite, 


4K. Gopet, loc. cit. (Monatshefte fiir Math. und Phys.), especially pp. 441-443. . 

5 The finality of this result does not exclude a possibility of sharpening the reduc- 
tion theorem (or of extending the solved particular case) in some other direction E. g. in 
the reduction theorem,’ one can reach n= 1, see J. Surdnyi, A logikai fiiggvénykalkulus 
eldéntés-problémajanak redukcidjarél, Mat. és Fiz. Lapok, 50 (1943), pp. 51—74, especially 
pp. 57—65 and Contributions to the reduction theory of the decision problem, second paper: 
Three universal, one existential quantifiers, these Acta, 1 (1950), pp. 261—271; or, alter= 
natively, one can reduce the number of the predicate variables to a single binary one, see 
L. KatmAr and J. Surdnyi, On the reduction of the decision problem, second paper, Godel 
prefix, a single binary predicate, The Journal of Symbolic Logic, 12 (1947), pp. 65 —73. : 

6 See e.g. D. Hipert und W. Ackermann, Grundziige der theoretischen Logik, 3rd 
edition (Berlin-Géttingen-Heidelberg, 1949), pp. 97—98. : 

7 L, Lowennem, Uber Méglichkeiten im Reiativkalkiil, Math. Annalen, 73 (1915), pp. 
447—470, especially pp. 450—456. See also Tu. Skotem, Logisch-kombinatorische Unter- 
suchungen iiber die Erfiillbarkeit oder Beweisbarkeit mathematischer Satze nebst einem 
Theoreme iiber dichte Mengen, Skrifter utgit av Videnskapsselskapet i Kristiania, Mat.-. 
naturv. klasse, 1920, no. 4, pp. 1—33, especially pp. 4—10, and Uber einige Grundlagen- 
fragen der Mathematik, Skrifter utgitt av Det Norske Videnkaps-Akademi i Oslo, Mat.- 
naturv. Klasse, 1929, no. 4, pp. 1—48, especially pp. 23—29. 

8 5. A. TPAXTEHBPOT, Hesosmoxxnocth anropudmMa fia npoOmempl paspemmmocTn 
Ha KOHeUHBIX Kaccax, Joknaye Akagnemun Hayxk CCCP, nopan cepns, 70 (1959), 


pp. 569-572. 
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i. €. On an appropriate finite set. Also some further corollaries, one of which 


has been formulated also by TRACHTENBROT in the quoted paper, will be 
inferred. 


2. The main idea of the proof is as follows. According to a lemma due 
to SKOLEM and HERBRAND®, the satisfiability of A is equivalent to the consis- 
fency of a certain elementary axiom system Qf which we call the axiom system 
associated with A; elementary in the sense of being based on the proposition 
calculus only, i. e. of not containing any bound variable. Now, the inconsistency 
of an axiom system is a business taking place within a finite set, viz. the 
set formed of the formulae, together with their sub-terms and sub-formulae, of 


a proof leading to a contradiction. Hence, the inconsistency of % can be 
_ expressed as the satisfiability of a certain first order formula B on a finite 
_ set; thus, A can be salisfied at all if and only if B cannot be satisfied on any 
E finite set.» 


3. Now, let us proceed to the details of the proof. First, I have to give 
in full the axiom system YI associated with a given first order formula A. For 
technical convenience, I confine myself to the case, where A has the form (1) 
with a matrix 


M—M(F3x,,...,%,) 


containing but a single, binary, predicate variable; by the result of a paper 
of SurAny! and myself,’4 I can do this without loss of generality.1* Plainly 


we may suppose that x,,...,x, all occur. in M. Also I suppose, M does not 


contain any truth function but — and  ; i.e., it is formed from expressions 


° Tu. Sxoem, loc. cit.7 (Vid.-Akademi i Oslo), especially pp. 24—29; J. HerBranp, 
Recherches sur la théorie de la demonstration, Prace Towarzystwa Naukowego Warszawskiego, 
Wydz. Ill, Nr. 33 (1930), pp. 1—128, especially pp. 112 - 117. See also D. Hitperr and 
P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, vol. 2 (Berlin, 1939), pp. 149 —163. 

10 By means of she Gédel completeness theorem (see K. Gépet, Die Vollstandigkeit 


_ der Axiome des logischen Funktionenkalkiils, Monatshefte fiir Math. und Phys., 37 (1930), 


4 


’ 


pp. 349—360) instea1 of the Skolem—Herbrand lemma, another proof of the theorem is 


possible. Indeed, by that theorem, the satisfiability of A is equivalent to the non-existence 


of a proof of A in ths axiom system of the first order predicate calculus ; and the existence 


of a proof of Ain that axiom system can be expressed as the satisfiability of a certain 


; 


first order formula B’ on a finite set. However, I choose the way through the Skolem- 


_ Herbrand lemma for | prefer to deal witi an elementary axiom system instead of that of 


, 


the first order predicate calculus. 


11 Loc. cit. 5. 
12 Alternatively, | could suppose, A has the form (1) with m4 and a matrix of the 
form 
MM, 0, £13 Xa} Megas XD) 
(see J. Surdnyi, loc. cit.5); this would give about the same degree of technical convenience. Of 
course, the proof would be possible without any restriction on A; however, the formulae 
would become much more complicated. 
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of the form F(Xu,Xr) (4 v—=1,...,™) by means of a finite number of app- 
lications of the operations yielding (G—H) from G and H, or G from G. 

Now the primitive frame of % is as follows: 

Symbols of Ware: a;fi,.-5f.3F;—>, 5 ( (left parenthesis), ) (right 
parenthesis), , (comma). *® 

Terms of % are formed according to the rules: (i) a is a term of YW; 
(ii) if t,, t., t, are terms of Y, f,(t, t, ty), .. .» In(ts, te, t,) are diso terms Of tg 
(iii) nothing else is a term of Y.™ 

Formulae of 2% are formed according to the rules: (i) if t,, f, are terms 
of YU, F(t:, t.) is a formula of 1; (ii) if G and H are formulae of Xt, (G—H) 
is also a formula of %; (iii) if G is a formula of Y, G is also a formula of 
X; (iv) nothing else is a formula of Y. 

Axioms of \ are particular formulae of {{ formed according to the rules: 
(i) if G,H,K are formulae of %, then the formulae of YI 


(H—>(G—H)), 

(2) ((G. =. (HS K) > (CGS (Ge) 
((H— G)- (G—H)) 

are axioms of (called axioms of the propositional calculus); (ii) if t,, t., t, 
are terms of I, then the formula of YI 1° 


M(F; t:, 6; tifa ts Ee fos Ge 


is an axiom of Y% (called a proper axiom); (iii) nothing else is an axiom of YX. 

The only rule of inference of is the modus ponens, yielding the formula 
H out of the formulae G and (G—H); i. e. theorems of Xt (which are parti- 
cular formulae of %) are formed according to the rules: (i) if G is an axiom 
of YX, then G is a theorem of %; (ii) if G and (G—H) are theorems of XY, 
then the formula H is a theorem of %; (iii) nothing else is a theorem of %. 1 


4. We can now formulate the Skolem-Herbrand lemma for first order 
formulae A of the particular form under consideration as follows. 


13 By using the familiar Lukasiewicz notation system (see e. g. J}. Lukasiewicz und 
A. Tarski, Untersuchungen iiber den Aussagenkalkiil, Sprawozdania z posiedzen Towarzystwa 
Naukowego Warszawskiego, Wydz. IIl., 23 (1930), pp. 30—50), we could spare the three fast 
symbols. 

14 |. e., the set of the terms of Y% is the smallest set (that is, the intersection of all 
sets) having a, and, together with t,, t, and t,, also f,(t,, to, ts),..., f,(t;, te, ts) as elements. 
Hence, we can prove a theorem for arbitrary terms of % by proving it for a, and, supposing 
it to hold for t,,t, and t;, by proving it for f,(t;, te, ts),..., fi. (ty, te, ts) too. A similar 
remark holds for the formulae of 2( as well as for the theorems of % too. 

15 By the hypothesis concerning the form of the matrix M, this is a formula of % 


indeed. 
16 As easily seen, G is a theorem of 2 if and only if it is a member of a finite 


sequence G,,...,G,, such that every G, is either an a axiom of %, or there are integers, 
uw’, ew’ < we such that GC, =(G,,+G,). 
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The first order formula A is satisfiable if and only if the associated 


axiom system A is consistent, i.e. if there is no theorem G of X such that 


also G is a theorem of YM. 

For convenience of the reader, | prove this lemma without supposing 
acquaintance with the papers of SKOLEM and HERBRAND. 1” First, suppose, A 
is satisfiable. Then, there is a (non-empty) set / as well as a predicate ® and 
n—3 descriptive functions g,,...,y, such that we have !8 
(3) DE BX Oe, Nine Pil Xo, Xa), 204 Pa (Xr, X95-%3)) — + 


for arbitrary x,,x.,x,¢€/. Let 6 be a fixed element of /. We attach to each 
term of YX an element of / as follows: (i) to a we attach 0b; (ii) supposing, 


to t,,t,,t, the elements c,,c,,c, of / have been attached, respectively, we 
attach ,(C;,C,c;) to f(t, tf, t,) for »—4,...,. Further, we attach to each 


formula of { one of the logical values + and | as follows: (i) if to t, and t, 


the elements c, and c, of / have been attached, respectively, then we attach 


the logical value of (c,,c,) to F(t, t); (ii) to (G@—H) we attach | if ¢ has 


_ been attached to G and | to H, otherwise we attach f to (G—H); (iii) we 


attach | or * to G according as + or | has been attached to G. 


We see at once that to an axiom of Yt always + has been attached. For 
an axiom of the propositional calculus, this follows from the fact that (2), 


considered as truth-functions of G,H and K, are identically true, and for a 


» Baw 


proper axiom, from (3). Also, if * has been attached to the formulae G and 
(G—H) of YX, the same holds for H too. Hence we see by induction that + 


has been attached to every theorem G of %, thus | has been attached to G; 


_ therefore, G cannot be a theorem of I, i. e., M2 is consistent. 


Secondly, suppose % to be consistent. Consider an enumeration 
Ara. Any. 


of the proper axioms. Let 7,, be the set of the terms figuring in one of 
ne, ..,A, (as t,, t.,t., or as nV 4, t,),. ..,fn(ts, ti, t.)) and 7. the set of 


all terms of Y. Plainly 7,2 7,0... (aes ey pena As ens Ay ucall De 


considered as truth-functions of the variables F(t,, t,) with t,, te € Tn. 


Using (G &H) as an abbreviation for (GH) and (G,&G,&--. &G,,) 


for (.--.(G,&G,)&--.&G,), we assert that (A,&--.&A,,) is a theorem of 
~%. Indeed, owing to the completeness of (2), considered as an axiom system 


17 In Skotem, the proof of the lemma (besides omitting its easier part) is imbedded 
into the proof without use of the axiom of choice which has been given by Sxocem for the 


~ Léwenheim theorem (loc. cit.7). In Hersranp, the proof has been made difficult by the 


oor f . .  e 


“proof-theoretic” standpoint, whereas in this paper, the “set-theoretic” standpoint has been 
accepted. However, the theorem of this paper can be proved on the basis of the “proof- 
theoretic” standpoint too; in this case, HerBranp’s proof of the lemma has to be adopted. 

18 | use the symbols * and ¥ for the truth-values “true” and “false”, respectively. 
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for the propositional calculus, ' 
(G—(H—(G—H))) 


is a theorem of % for arbitrary formulae G and H of I, for, considered as a 
truth-function, it is identically true. Therefore, by two applications of the modus 
ponens, we see that for theorems G and H of %, (G&h), i.e. (G—Hh), is 
likewise a theorem of %. An iterated application of this fact shows that 
(A, &--- &A,,) is indeed a theorem of 2, hence, considered as a truth-function — 
of the variables F(t,,t.) with t,,t,€ 7, it cannot be identically |, for in 


of X% and X% would be inconsistent. In other words, there is a binary predicate 
® defined on 7,, such that (A, &--- &A,,) becomes * when F is replaced by — 
@; hence, the same holds for A,,..., A,, too. 

Let us attach to each such predicate ® a vertex P,,, of a graph®?- 
(r—1,...,Sn, where s,, is the number of such predicates ®; s,, is obviously — 
finite for there is only a finite number of binary predicates defined on the 
finite set 7,,). Join the vertices P,,, and P,.. by an edge of the graph if and 
only if |m’—m|—1 and the predicates ® and ®’ corresponding to P,,, and- 
Py coincide within Tynin on, m’y. Obviously, every vertex Pris, (m= 1, 2,...; 77 
—T,..., Sm41) has been joined with one vertex Py,» (r =1,..., 5») at least, 
Hence, our graph satisfies the condition of D. KONIG’s infinity lemma *!; there- 
fore, there is an infinite path P;,,P2,,--- within this graph, i.e. an infinite 
sequence P),,, P2,,,... of its vertices such that P,,, is joined with Prt ray 
by an edge of the graph. Denoting by ®,, the binary predicate defined on 7;,, 
belonging to Pn, Py: coincides with ®,, within 7,,; hence, for m’ > m,~ 
®,, coincides with ®,, within 7). Now, define the binary predicate ®,, through- 
out 7, by ®,(t,, t) —©,,(t,, t.) for arbitrary terms t,, t, of Yl, m denoting 
the smallest integer for which t,, t.€ 7,,. We have then ®,,(t,, t.) — ®,(t), t) 
for any t,, t.€ 7. Let t,, t,t, be arbitrary terms of %; then M(F; t,, ty, t,, 
f(t, te, t,),-..,fr(ti, te, t,)) is a proper axiom, A,,, say. Then we have obvi-— 
ously 1,; t,; ts, f,(t, ta, th), ---> fn( tes ta, ts) Gt ens nemce . 


19 See e. g. L. KatmAr, Uber die Axiomatisierbarkeit des Aussagenkalkiils, Acta Scien- 
tiarum Math., 7 (1935), pp. 222—243, especially pp. 239—243. The axiom system (2) of the 
propositional calculus is essentially due to Frece. 

27 As to the idea of a graph and related notions, see e. g. D. Kénic, Theorie der 
endlichen und unedlichen Graphen (Leipzig, 1936), pp. 1—2. The graph terminology has been 
shown by K6nic very useful in several branches of mathematics, especially in set theory 
and logic. 

21 —D. Konic, Sur les correspondances multivoques des ensembles, Fundamenta Math., 
8 (1926), pp. 114—134, especially pp. 120—124; Uber eine SchluBweise aus dem Endlichen 
ins Unendliche, Acta Scientiarum Math., 3 (1927), pp. 121—130, especially § 1, and loc. 
cit. 2°, pp. 81—82. 
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M(%,,; t,, to, t;, f(t, t, t;), ole oo In(t, t,, ts) ) a 
é rz M(®,,; t, t, t;, if (t,, t,, t,), eae es) (9 (t. t, t,) ) =a t 
1. e. the predicate ®, satisfies A on 7., thus A is satisfiable. 

5. Now, I shall.construct a first order formula B which is satisfiable on 


a finite set if and only if the axiom sytem X is inconsistent. Suppose first that 
Y% is inconsistent. Then there is a finite sequence G,,...,G,, of different 


formulae of 2% such that, for «—1,...,m, G,, is either an axiom of %, or 
there are positive integers ai U” <q such that G,—(G, — G,); finally, there 
are positive integers uw, u’ =m such that G,,—G,. 2 


Let J denote the (finite) set formed of the formulae G,,..., G,,, together 
with their sub-formulae and sub-terms.?* Define the predicates %,,..., W,, Q, 
I, A,X, ® and = on / as follows: 


D(X, X2,X3,y)—= > if and only if x,,x,,x, are terms and y is the term 


Bet Xa, X;) (¥—4,..., 72); 


Q(x, X2,y)— + if and only if x, and x, are terms and and y is the formula 
(X71, Xs); 

T(x, %,y)— + if and only if x, and x, are formulae and y is the formula 
(x1 X); 

A(x, y)= if and only if x is a formula and y is the formula x; 

(x, y)=f if and only if x is a sub-term or a sub- formula of y; 

9x) = t if and only if x is one of the formulae G,,..., G,,; 

=(x, y)= 1} if and only if x isa formula G,, y is a formula Gy and w<w’. 
Then the following propositions ** have the truth-value + for »—4,...,n and 


for arbitrary values of the free variables. 


=~ = F. 


(4) | D(X, Xa, Xe; V) > 2(%1, Y) 2 (%, y) = (%3, y). 


2 Indeed, apply the remark of footnote ' to the formulae G and G which are both 
theorems of %, juxtapose the sequences obtained thus and cance] each formula which is 
iden ical with a preceding one. 

£3 Sub-term and sub-formula (more exactly, proper sub-term and proper sub-fo:mula) 
is defined as follows. (i) a has no sub-term; (ii) if t—/,(t,, t, ts) (@» =4,...,n), then the 


 sub-terms of t are t,,t,,t; as well as their sub-terms; (iii) nothing else is a sub-term of 
a term and a term has no sub-formula; (iv) if G— F(t,,t.), then the sub-terms of G are 


t,, t, as well as their sub-terms, and G has no sub-formula ; (v) if K = (G-H), then the 
sub-terms of K are those of G and H, the sub-formulae of K are G, H as well as their 


_ sub-formulae ; (vi) if H —G, then the sub-terms of H are those of G, the sub-formulae of 


H are G as well as its sub-formulae; (vii) nothing else is a sub-term or a sub-formula of 
a formula. 

24 In writing down we use the usual abbreviations of propositional calculus (omission 
of parentheses, omission of the conjunction sign or replacement of it by a dot, abbreviation 
of a conjunction of analogous terms by a product sign etc). There is no danger of misun- 
derstanding through using the same symbols — and > for negation and implication as in 
the axiom system %. Also, we use the symbol (x = y) for the proposition which has the 
truth-value * if and only if x and y are the same elements. 
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Indeed, if y—f.(%, %, X5), then x,, x, and x, are sub-terms of y. 


(5) Q(X, X,Y) > 2%, VY) FOG, Y)- 

Indeed, if y—F(x,, x), then x, and x, are sub-terms of y. 

(6) D(X, X2, Y) + 2%, VY) FQ, J). 

Indeed, if y—(x,—x,), then x, and x, are sub-formulae of y. 

(7) A(x, y) > =(x, Y). 

Indeed, if yx, then x is a sub-formula of y. 

(8) Si): 

Indeed, no element x of / can be a (proper) sub-term or sub-formula of itself. 
(9) 2 (x, ¥) FV, 2) > 2% 2). 


Indeed, if x is a sub-term or a sub-formula of y and y is a sub-term or a 
sub-formula of z, then x is a sub-term or a sub-formula ofs 2. 


(10) DB, (X,, Xa, Xz, Z) Bi, Yo Vs» Z) —> (X1 = 1) (X2 = Vo) (Xs = Js). 
Indeed, if: z=/,(%4, Xa, %3) =f, (1, Ve, Va), then we have x; =}, 2, 
X3 = y3. 


(11) Q(x, X22) 20, Ys 2) > GA =) =I). 
Indeed, if 2 =F (%4, Xs) = FO, ys), then we have x, == y, and x= 
(12) P(X, X2, 2) LW, Yo, Z) > (%1 = i) (2 = Jr). 

Indeed, if z—(x,—> x,)—=(ji + y,), then we have x,—y, and. x,— yy. 
(13) A(x, 2) A(y, 2) +(x=y) 


Indeed, if z=x==y, then we have x==y. 
(14) D,(X1, X25 X3, Xu) > 


n 4 5 
pall By (i > V2, Vsy x) // (Q(y, » Vr, Xu) LW > Vo, Xu AQ, Xai 


Indeed, if x,—/,(%, %,x,), then x, cannot be of the form Sv rs Ya, Ys) with 
wv =-y; further, x,,x,x, and x, being terms, they cannot be of any of the | 
forms F(y,:, 2), (~i— yo), Or y. 


(15) (x, ay XS) LL O01 Ya, Xe) LE LO, Yas Xe) AQ Xe) 


Indeed, if x, =F (xq, x), then and ee being terms, cannot be of any of 
the forms F(y,,y.), (yy), or y; also, x, cannot be of either of the forms 
(Vi Jo), Or y. 


(16) D(X, X2, 2) > iT ((Ey,) (Ey2) 2()1, Yo, Xu) V 
Vv (Ey,) (Ey2) ney > Va; Xin) Vv (Ey) A(y, Xu) A(x, 2)). 
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“Indeed, if z—(x,—-x,), then x, and x, being formulae, are of one of the 
forms F(y,,y.), (y—y.), or y, where Vi, 2, OF y, aS Sub-ter msor sub-formulae 
of x, or x,, respectively, belong to / together with x, and x,; further, z cannot 
be of the form x. 


(AT) A(x, 2) > (Ey) (Ey) 2001, Yo) ¥ (Ey,) Ey.) P01, Ys, X) ¥ (Ey) ACY, X))- 
Indeed, if z— x, then x, as a formula, is of one of the forms F(j1, V2), (Vi V2), 
or y, where y, and y., or y, being sub-terms, or a sub-formula, of x, respec- 
tively, belong to / together with x. 

(18) (x) O(y) > ((x = y) VE (x, y) v E(y, x)). 


Indeed, if x—G, and y—Gy (u,«’—1,...,m), then we have either « —=w’ 
ees ff, OF p< L. 


, 


(x, x). 


Indeed, x —G,— Gy (u,« —1,..., m) with «< w’ is impossible, for G,,..., G», 


2 2G; oe Z)— 4(x, 2). 
Indeed, if x — Cie Oy (yb, ee 1, ..-, 2) and we < pu’ < wv’, then 
we have wu”, 


(Ex) (Ey) (O(x) O(y) AG Y)). 
Indeed, there are «, «’(—1,...,m) such that G,,=G,; 1G ca 8, Ve Oy 
(which belong to /) we have O(x)=— O(y)—A(x, y)=f. 
We need one more proposition depending on the structure of M. To 
specify this structure, we remark that, according to the suppositions made on 
M, there is a sequence 
M,;.<-, M- 

matrices M,—M,(F;%,,-.,, Xn) formed of F(x, 1), F(X, %2),.--, F(Xn, Xn) 
by means of a finite number of implications and naan such that every 
Me is (i) either one of FG); UH, v=l,. j (ii). or an implication 
is RB identical with M,.. ‘Let Ba ..+, 91; denote the ates of @ for which (i) holds; 
j,--+, 0; those, for which (ii) holds: and 0,,,..., 03; those, for which (iii) holds 
(ij +k—r). Moreover, let 


M, =F G.,,, »%,,) for x=1,. 
(Hx, Yx=1,-..,M); 
= (MM, ) for x=1,...,/ 
gma ea, Boge, 21): 


M M2 for 4#== 1) 24.3% 


03% 
(C6 1,..., 03x—1). 
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Now, the following proposition also has the truth-value : 
(22) @(x) > | (Ep,) (Ep) (Epw) (1'(p, » Pr, Pr) P'(Po, Pr, x)) v 


v(Ep,) (Ep:) (Eps) (EP) (EPs) (EPs) (E Piss) (Epis) (22s Pes Pe) 

i I'(p, ’ Ps) ae) I'(pr, Ps) i) I'(p, ) Pos; Ds) I'(py, Pisy Dions)* ¢ 

- L'( Piss Pris, x)) v(Ep,) (Ep,) (Ep) (Epi) (Eps) (Epx) (Tp, , Pr, Pw) > 
Api, Pt) A(Do, Bs) LPS, Pis Pu) PPh, Pros X))V 

¥ (Ey) (EV) Ex) ME2) (LL 095,95, 9) LL 20 ug) 


, 
v zo 
“~—1 % 1x 


): 
; i PQ Z o5 40? ~09 3 ; W A(z 
v (Ey) (Ez) (€(») 9@=(, DE YL »)| , 


Indeed, if x—G, (u—1,...,m), then x is (i) either an axiom of the 
proposition calculus of the form (H—-(G—H)), or (ii) an axiom of the 
proposition calculus of the form ((G—(H— K))—((G—H)—(G—K))), 
(iii) or an axiom of the proposition calculus of the form ((H — G)—(G— H)), 
(iv) or a proper axiom of the form 


M(F; t,, {,, t;, fi(t, t, t,), ee ee Tak tre t,, t,) i 


(v) or else there are positive integers w’, Ww’ <« such that G,» —(G. — G,), 
In case (i), p:\—G, p,=H, and p»—(G—H) are sub-formulae of x Gy, 
thus elements of J; and we have py»—(p:— p.) and x—=(p.— Pp»). In case 
(ii), P= G; p3—=H,; p,=K, P»—(G—R), Ps—=(G—K), Px: >= (H—K), Py; | 
—=(G—(H—-K)) and piy,;—((G—H)—(G—K)) are sub-formulae of 
x==G,, thus elements of J; and we have py—=(p,— Ps), Pi3—=(Pi— Ds) 
Px, = (P2— Ps)s Pros = (Pi > Pos)s Pins = (Pr Pig), ANd X == (P93 > Pris). Incase; 
(iii), p,=G, p, =H, p»—(G— H), pi —G, p; =H, p', —(H—G) are subs! 
formulae of x —G,, thus elements of /; and we have py—(p;— po), pi= 
= Pi, P»=P2, Py» =(P2— p;), and x—=(ps — Py). In case (iv), =, 7 
y= t,, w= fi(t, t, t),..., e—=Sa(th, t,t) are sub-terms of x==Gigaa 
Xy,+++,Xn all occur in M(F; x;,...;%n)), 2o== MCF; ty te, t; (Gy te 
Fn({ts, te, ts)) (0=1,..., 7) are sub-formulae of z.—=M(F; t, t,t, f(t; t, tee 
Iu(ti, ta, ts) = x==G,, thus y,,..., Yap 2i,---, 2r Delong to /;" and = wee 
Yw=fv(Ni, Vor Vs) (V==4,..., M5 2, =F (Vag, Yu) (x—=1,...,4)} 2ogamet 
= (Zo) +p, ) eas Bayete, ¥ (obits cree ties and eee In 
case (v), y—=G,,z—G, belong to’ J; we have ue “w’<p and 223 
(Vr X). ; 
Now, form the conjuction of (4)—(22) (in (4),(10), and (14), for 
v—A4,...,n), bind the free variables by means of general quantifiers, and) 
replace the predicates %,..., %,,2, I, A, 3,0, and = by different prea 


12, = 2) ]¥ 


26 % 
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Ney Cee 


variables. We thus obtain a first order formula (containing the identity symbol) 
which we denote by B. By what has been proved, B is satisfiable on the 
finite set J if Y is inconsistent, i.e. if A is not satisfiable on any set. 


6. We have still to prove that conversely, if B can be satisfied on a 
finite set then is inconsistent, i.e. A cannot be satisfied on any set. 
3 Suppose B is satisfied on a (non-empty) finite set /’ by an appropriate 
S choice of the predicates %,..., H,,2, I, A, 3, @, and &, defined on /’ and 
_ to be substituted for the predicate variables of B. Then, (4)—(22) hold for 
arbitrary elements of /’, J’ being the range of the existential quantifiers. 
We define some sub-sets of /’ as well as some descriptive functions 
_ defined on these sub-sets. Let J, be the set of all z € J’ for which ¥,(x,, x., x5, 2) 
nis true for some X,, %2,x;€ J’ (v—4,...,n). Owing to (10), these x,, x, and 
x, are uniquely determined by z; let x,==w,(Z), %»—vy4(z), x,x—=yY;(z). It is 
not necessary to mark » in the notation, since on account of (14), W,(x,, x, X,, 2) 
and &,,(y;, ¥2, 3, Z) cannot be both true for »’ +=. Thus, no two of Ivy - a) 
have any elements in common and the descriptive functions y,, w., w, are 
pdefined on Jy—=Jy,+--- jy. By (4), we have 2(w,,(z),z)==f{ for z¢J, 
Band «—1, 2, 3. 
Similarly, let ./, be the set of all z€ J’ for which 2(x,, x,, Z) is true for 
“some x,,x,€ /’. Because of (11), these x, and x, are uniquely determined by 
Hz; let x—«,(z), %—,(x) (m,, @, are defined on J/,). By (5), we have 
Biz), z)—= | for-ze/, and u«—1,2. 
_ Let J; be the set of all z¢€J’ for which 1’(x,, x», z) is true for some 
X,,x,€ J’. Because of (12), these x, and x, are uniquely determined by 2; 
Tet x, =7,(2), X= 72(Z) (1, yo defined on J;). By (6), we have >(7u(z), Z)= t 
for 2ej- and w—1, 2. 
si Finally, let /’, be the set of all z¢€J’ for which (x, z) is true for some 
x¢€ J’. Because of (13), this x is uniquely determined by z; let x= 4(z) (4 defined 
Sn J’). By (7), we have >(A(z),z)—=f for z€ ae 
q In consequence of (14), (15) and (16), no two of J;,,/6,/- and /’, have 
‘an element in common. Let J,=Jo+Jpt+J),J>=J —Jo (the subscripts © 
and 7 have to remind to “formula” and “term”, respectively). Owing to (14), 
(15), (16) and (17), we have (2), Y2(2), Ws(2) €Jy for 2€E Jip, (2), O2(2) ES 
Gor 2 ¢J5,7:(2), va) €Jo for 2€ Jp and A(z) € J for 2€ J. 
. (21) shows that J’, and hence, J, is not empty. To prove the same for 
‘Jj, too, we need the following lemma of which we shall make use several 
times in the sequel. | Po 
There is no non-empty subset J” of J’ throughout which a descriptive 
function 3(z) can be defined such that for zEJ” we have 0(z)€ J” and 
mc (z), z)—f. . : 
Indeed, if such a J” and d(z) would exist, let u, € J”, and define 1.1 = 0 (a) 
for /—1,2,.... Then we have w¢J’ and 2(uy41,m)—f for /=1,2,... 


Pa Le Sey Pa 


my 
ary 


136 L. KALMAR 2 


Hence, by (9), we have 3(u,, u,)—=f for p,q—1,2,..., p<q. Thus, by (8), 
Upset, 10r p91, 2, <7 pat 3.i Gig Usa. ceate diltereniamn contradic- 
tion to the finiteness of J’. 

Our lemma shows that //, is not empty. Indeed, in the opposite case we 
should have J, —Jp+J{,; hence, defining 


y(2) for z€ Sf, 

A(z) for 2 6 Jy; 

d(z) would be defined throughout J, and we should have 4(z)€J,, =(9(2), 2)? 
for z€J;,, which is impossible according to the: lemma. 

Hence, neither J’, is empty; indeed, for any z€ J, we have «,(z) CS 

By the definition of /;, (as a matter of fact, by (14)), we have J,,© 
Moreover, we have /,,C/,, i. e. J, is a proper subset of /,. For in the 
opposite case Jj,—=J;,, 9(\z) = ,(z) would be defined throughout J, and we 
should have 0(z)€/,.as well as >(0(z), z))— + for z€ J, in contradiction to 
the lemma. 

Now, we attach a term of Yt to some elements of /,, and a formula 
of % to some elements of /,, according to the following rules. (i) If 
z€J,,—Jy, let the term a be attached to z. (ii) If ZETy, (vy —4,...,m) and 
for «1, 2,3, the term t, has been attached to w,(z), then we attach the 
term /f,(t,, t,, t,) to z. (iii) If z€J, and, for «1,2, the term t, has been 
attached to w,(z), then we attach the formula F(t,, t.) to z. (iv) If z€/,, and, 
for wu 1,2, the formula H,, has been attached to y,(z), then we attach the 
formula (H, > H,) to z. (v) If z€/, and the formula H has been attached to 
i(z), then we attach the formula H to 2z. 


We assert that in this way, to each element of /,, a term of and to 
each element of /,, a formula of Yt has been attached. Indeed, let /, be the 
set of all elements of /,, to which no term of has been attached. If z€/J;,, 
we must have z¢€/,, (for to the elements of J/,,—/,,, the term a has been 
attached) and at least one of (2), Yo(Z), y’s(z) must belong to /,. Defining 
0(z) for z€J,, as the first of ,(z), W(z), W3(2), belonging to J;, d(z) is defi- 
ned throughout J7, and we have 0(z)€J; as well as 3(0(z),z))—f for 
z€J,. Hence, by the lemma, /, is empty. Further, let J be the set of all 
elements of J, to which no formula of YX has been attached. If z€/;, we 
must have z€/;,+J/,, for in case z€ J, we have ,(z), @(z)€/,,, thus, by 
what we have proved, some terms of Xt have been attached to «,(z) and 
c,(z); further, in case z€J,/,, either y,(z) or 7,(z), in case zEJpJ,, A(2) 
must belong to /;,. Hence, defining 


yi(z) for 2€JaJp, nZ)ESo» 


b(z)=jre(2) for zeJgIp, (2) Jo, 
A(z) for z€JeJi; 


0(z) = | 
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| 0(z) is defined throughout /;, and we have d(z) es, as well:as 3(d(z), z)— +t 

for z€J,; thus by the lemma, /; is also empty. 

Now, the above rules (ii) — (v) of attaching terms and formulae to 
elements of /’ can be stated also as follows. (ii) If W,(x,, x,, xs, 2) eee then 
some terms f,, t.,t; of Yt have been attached to x,, x,, X,, respectively; and 

the term /,(t,, t,, t,) has been attached to z. (iii) If 2(x,, x,, z)—t, then some 

terms t,,t, of % have been attached to x,,x,, respectively; and the formula 

_ F(t,, t,.) has been attached to z. (iv) If /’(x,,x,,z)—f, then some formulae 

_#H,,H, of % have been attached to x,,x,, respectively; and the formula 

_ (H, > H,) has been attached to z. (v) If A(x,z)—?t, then some formula H of 
% has been attached to x; and the formula H has been attached to z. Indeed, 
Y,(X;,X5,X,,Z)—=, then we have x,—y,(z), x, —=w,(Z), X= W,(Z) € J, if 

ra2(X,,X,,z)—f, then we have x,—«,(z),x,—o,(z)¢€J,; if I'(x,,x%,2z)=+, 

) then we have x,—y,(z), x»=y.(z) €J,,; finally, if A(x,z)—f, then we have 

Bx — A(z) CJ. 

: By (18), (19) and (20) (which have also the truth of Z(x, y) > =(y,x) 
_ as a consequence), the elements of /’ for which @(x)=f holds (and, by (21), 
there are such elements), form a set which is linearly ordered by the rela- 

tion =(x, y). Let g,,...,m be the elements of this set in this order, so that 

for u,v’ —1,...,m-we have = (Zu, Zw) — +t if and only if «< yw’. Denote by 

4 G, the term or the formula of % attached to g, (u—1,...,m). 

- By (22), we have, for each «—1,---,m, one of the following possi- 
_ bilities. 

(i) There are elements p,,p,, and p,, of J’ such that /’(p,, p., Py») and 
BT(p., Pr, &u) are true. 

‘ (ii) There are elements P,, P2, P3; Py) Piss Pos Ps, ANd Py,, Of J’ such 

“that Pp, 2, Pr), 2(Prs Ps Prs)s (Pos Ds» Pos)y (Pry Pos» Prs), P(Pr, Pisy Pins) and 

SL (Py3, Pins, Yu) are true. 

3 (iii) There are elements P,, Ps, Py, Pi,P2, and p;, of J’ such that 

P( Px; Pos Pw); A(P;, P:); A(P2, Ps), 12, Pi, Pu), and I'(pn, Pw, Yu) are true. 

; Wy, There are elements j,,--:, Ym, 2,-°:,2- Of J such that, for 


* , 1, E15 Vor Vas Vr); eee P(g, Vensi2ay,); Ol 41, 8.03), 
See) and tors ==1,-.., K, AG, i Zoy _) are true; further we have 


me 
(v) There are elements y and z of J’ such that O(y), O(z), =(y, x), =(Z *), 
and I'(y, 2u,Z) are true. 
; In case (i), owing to I'(p,, Px, P»)—= 1, some formulae G and H of 
have been attached to p, and p,, respectively, and the formula (GH) has 
“been attached to p,.. Hence, in consequence of /'(p), P2., Zu) == f, the formula 
(H—(G—H)) has been attached to g,. Thus, the formula G, attached to 
4 is an axiom of the propositional calculus. 


3 
4 
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In case (ii), owing to I'(p,, Po,» Pw) = L'(P1; Ps» Pris) = (Pas Ps» Pos) =18 
some formulae G, H, K of 2 have been attached to p,, Pp», p;, respectively, and- 
the formulae (G—H),(G— K),(H—K) have been attached to Py, Ps, Pos, 
respectively. Hence, in consequence of J'(p,, Pos, Piss) = l'( Dy} Piss Dis ee 
D’(Pyoyy Prova Sd) — t, the formulae (G — (H — K)),((G— H)—>(G—K)), and” 
((G—(H— K))—((G—H)—(G—K))) have been attached to Dies Dae 
and g,, respectively. Thus, the formula G, attached to g, is an axiom of the 
propositional calculus in this case too. 

In case (iii), owing to ['(p,, P2, Po) —= t, some formulae G and H of Wt 
have been attached to p,, and p,, respectively, and the formula (G—H) has. 
been attached to p,. Hence, in consequence of A(p,,—\)— A(p, ps)= 
= I"(p5; D,, Pn) = L (Das Ps La) = 1, the formulae G, H, (H — G), and ((H > 

> G)—» (G—H)) have been attached to pj, p’, pi, and g,,, respectively. Thus, | 
the formula G, attached to g, is an axiom of the propositional calculus in- 
-this case too. 

In case (iv), owing to D,(y,, yo, 3, Yr») —= ft, some terms t,, t,, tf; of 2 
have been attached to y,, yn, ys, oo and the term t,—/, (t,, fo, ts). 
has been attached to y, (v—4, ---,2). In consequence of 2()u,, Vr, > 201) =e 
(4=1,-++,1), L252: i= == (4 eee 1 oe ye XC 205.) = Wi 
(x=1,...,k), some formulae H,,...,H, have been attached tO Z,.-+> Zell 
respectively. We assert that we have . 
(23) Ho==M,(F; th;-. -., tn) == Mo(F3 t, by, tes ta( ts tay Gee oes rat Ce 


: 
for o=1,..., 7. This holds for e= @,,,..., 11, for, according to 2(pu,, Yr» 2e1,)—= le 


we hes \ 

H, F(t aot JM, AF; teeoet) : 

fe FA 

for x=1,...,i. Supposing (23) HARE for each o’<o, it holds for o too. 

Indeed, for 9>— @, (x—1,...,/) we have then, owing to DZ Zo, Fn = 
taking 9, <9, and oe, <o, into account, 

Ho, = Hl, > Ho,.) = (Ml, (Fits 25 r) > Me, (Fi ty +205) = . 

= Mars tie » tn); 

and for o—e, (x .,k) we have similarly, owing to A(z, ea j= t, 

S6x i 


andig,. = 4,, 


Hy, = H, s — M,, (CF; tis eeey te mr M,,. (F, ty, sey ty. 


6 
Finally, on account of g,—2z,, we have 


G, — H, = M,.(F; iri he 5 74(G5 t,, tL); oe re Ph ey LR t,)); 
hence in this case, G,, is a proper axiom. 
In case (v), owing to @O(y)— O(z)—t, we have y—gw,z—gy" for 
some w’, wu” —1,..., m. In consequence of =(y, x)= =(z, x)=, we have pam 
and w”<y«, In consequence of I'(y, Zu, 2)=I'(Gw, Lu, Zu) =f, Gw, G, and 


4 


§ 
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G,” are formulae of %{ and we have G,”—(Gy—>G,,); i.e. G,, is a conse- 
quence, by the modus ponens, of G, and G,.”. 

Summarized, G, is always a formula of ; moreover, it is either an 
axiom of YI, or the consequence, by the modus ponens, of two formulae, prior 
fom inthe sequence G,, ..., Gn. 


By (21), there are elements x and y of /’ such that O(x) = O(y) AG, y=? 


hence, we have xg, and y= gw for some u,u'—1,...,m. By A(x, y)= 


—=A(2u, Zw), we have G,, —G,,; that is, 9 is inconsistent, hence A cannot 


_ be satisfied on any set, and our theorem holds. 


The formula B contains the equality predicate. However, this predicate 


can be eliminated by known methods;*° i. e., to B another first order for- 
mula B’ can be constructed, not containing the equality predicate, such that 
_B is satisfiable on some finite set if and only if the same holds for B’ too.2° 


7. As easily seen, B depends recursively on A. Hence, taking CHURCH’s 


theorem on the recursive unsolvability of the decision problem (loc. cit. ') 
into consideration, we get the following corollaries. 


a 


: 
4 
; 
| 
4 


ar 
a 


, 
q 
; 
. 
, 
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COROLLARY 1. There exists no recursive algorithm for deciding as to 


_which first order formulae are satisfiable on an appropriate finite set; i. e., the 


class of the first order formulae satisfiable on some finite set (shortly: the set 
of the formulae satisfiable in the finite) is non-recursive. 

COROLLARY 2, TRACHTENBROT’S THEOREM. There exists no recursive algo- 
rithm for deciding as to which first order formulae are identically true on 
every finite set; i. e. the class C. of the first order formulae which are iden- 


- tically true on every finite set (shortly: the set of the finitely identical formulae) 


is non-recursive. 
Indeed, a first order formula B is satisfiable in the finite if and only if 


-B is not finitely identical. 


COROLLARY 3. The class C., of the finitely identical formulae is not 
recursively enumerable. 

Indeed, as easily seen from the classical solution of the decision pro- 
blem for finite sets of a given cardinal number, for each kK—1, 2,..., the class 
C, of the first order formulae which are identically true on a set of & ele- 
‘ments, and also its complementary class C;,, i.e. the class of the first order 
formulae which are not identically true on a set of & elements, are recursive, 


depending recursively on & too. Hence, the sum >C;, of the classes C;, is recur- 


sively enumerable. Obviously, > 'C, is the class of the first order formulae 


which are not identically true on every finite set, i. e. the complementary class 


25 See Gove, loc. cit. 1°, pp. 356—357, or L. Karmdr, Eine Bemerkung zur Entschei- 


_ dungstheorie, Acta Scientiarum Math., 4 (1929), pp. 248—252. 


26 Indeed, as I have remarked (loc. cit, 25, p. 251), the minimal cardinal number of 


} sets on which B is statisfiable equals the analogous minimal cardinal number for B’. 
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C,, of C,,. Now, if C. would be recursively enumerable as well, then an argu- 
ment due to KLEENE2’ would show that C, is a recursive class, in contra- 
diction to TRACHTENBROT’sS theorem. 


CoROLLARY 4. There is no axiom system with a finite number, or a 
recursively enumerable class, of axioms, and a finite number of recursive rules 
of inference,’ the theorems of which are exactly the finitely identical formulae. 
(Shortly, the class of the finitely identical formulae is not recursively axio- 
matizable.) 

Indeed, according to a lemma due to Rosser,*® the theorems of an 
axiom system having the properties specified in Corollary 4, form a recursively 
enumerable class. ) 

Corollary 4 can be contrasted with the fact that the class Cy, of the 
first order formulae which are identically true on an enumerable infinite set 
(hence, by LOWENHEIM’s theorem, loc. cit. ‘, the class of the first order fomulae 
which are identically true on every set), as well as, for each finite cardinal 
number k, the class C; of the first order formulae which are identically true 
on a set of & elements, are recursively axiomatizable (by GODEL’s complete- 
ness theorem, loc. cit. 1°, and by a theorem of WajJSBERG,*° respectively). 
Note that the class C., of the finitely identical formulae is deductively closed 
under the rules of inference of the first order predicate calculus, just as the 
classes Cy, and C,. 

As a particular case of Corollary 4 we, have 


COROLLARY 5. Adjoining a finite number, or a recursively enumerable 
class, of finitely identical formulae to the axiom system of the first order 
predicate calculus, there are finitely identical formulae which do not become 
provable.’ } 

Indeed, owing to the deductive closure property of C., all formulae 
which become provable are finitely identical; hence the converse cannot hold, 
for C,, is not recursively axiomatizable. 

Corollary 5 can be contrasted with the fact, that, according to WAJSBERG’Ss 
theorem (loc. cit. °°), adjoining to the axioms of the first order predicate” 
calculus an arbitrary first order formula which is identically true on a set of 
k elements but not on a set of k+1 elements, every first order formula be- 
comes provable which is identically true on a set of & elements. Hence, such 


27 Loc. cit. °, proof of theorem XVI, p. 741. 

*SIn the sense of B. Rosser, Extensions of some theorems of Gédel and Church, 
The Journal of Symbolic Logic, 1 (1936), pp. 87—91, especially Definition on p. 88. (For- 
mulae have to be replaced by their Gédel numbers.) 

Loc cit. °8, Lemma II on pp. 88—89. 

30M. WajsberG, Untersuchungen tibe’ den Funktionenkalkiil fiir endliche Individuen- 
bereiche, Math. Annalen, 108 (1933), pp. 218—228. 

31 See (for the case of one new axiom) TPAXTEHBPOT, loc. cit., Down 
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an axiom can be interpreted as a condition to the effect that there are not 
more than & individuals. Analogously, one is ready to consider a finitely iden- 
tical formula which is not identically true on an infinite set as a finiteness 
condition for the set of individuals. Corollary 5 shows that given a finite 
number or even a recursively enumerable class of such finiteness conditions, 
there is a further finiteness condition which is not deducible of them within 
the axiom system of the first order predicate calculus.*” 


COROLLARY 6. The class C.—Cy, of the first oder formulae which are 
_ identically true on each finite set, but not on an infinite set, is not recursively 
~ enumerable. 

Indeed, the class Cy, is recursively axiomatizable, hence recursively 
enumerable. If the same would hold for the class C,—Cy, too, then the sum 
Cw. of Cy, and C.—Cy, would be recursively enumerable as well. 


(Received 29 August 1950) 


32 In D. Hipert und P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, vol. 1 (Berlin, 1934) 
p. 124, footnote 1, for the particular finitely identical formulae 


(x) R(x, x) &(x) (y) (2) (RO ¥) RO, Z)—> RO 2)) > (EX)O)RO Y) 
and 


(Ex) (y)S(y, 9) &(X) (Y) 2 (4) (SD) S(y, 4) SQ, x) > SO, Y)) > (EX) OW) SOY) 

the conjecture has been expressed that neither of them becomes provable when the other 
adjoined to the axioms of the first order predicate calculus. (Added in the proof, 5 No- 
~ vember 1951. This conjecture has been proved since by H. HasenjAEGER, Uber eine Art von 
- Unvolistaindigkeit des Pradikatenkalkiils der ersten Stufe, The Journal of Symbolic Logic, 
15 (1950), pp. 273—276.) 
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BKJIAJ[bl B TEOPUIO TIPUBEJJEHUS MPOBJIEMbI] PASPELUMMOCTH | 


Yerneptan cTaTbs 
IIpupenenue Ha CJly4an KOHCYHOrO MHOMKECTBA MHIMBUyyMOB 


JI. KAJIbBMAP (Cerea) 


(Pe3 Me) 


B arom CraTbe aBpTrop lOKasbIBaeT CIefyIOllyo TeOpemy : 

[Ina a1060K (popmyap A (y3koro uNC4nCeHMA NpeAMKAaTOB) MOXKHO NOCTPOUTh Apyry1o 
(popmyay B taxoro poga, uto A BbINOJHHMa B TOM HM TOAbKO B TOM Cay4ae, eC HeT 
KOHEYHOrO MHOSKECTBA, HA KOTOPOM B spinouHuMa. 

SHauuT, MpoOAema paspewMMOCTH NMpHBOAMMAa K NpOOMeMEe BHINOAHHMOCTH (hopMya 
yskoro MCYMCIeCHHA npeauKaToR Ha KOHEYHBIX Klaccax. OTO ABINeETCA YAY4WeHHeM TeOPeMbI 
Jlenenreima, KOTOpad NpHBOAHT MpOOMeMBI PaspeLWIMMOCTH Ha CMyYal CYeTHbIX MHOSKECTR. 

B xayectrpe cnepcTBua fOKasaHa Teopema TpaxreHOpota O pekypcHBHOM Hepaspe- 
IWMMOCTH MpOOAeMbI BEINONHHMOCTH (pOpMya y3KOrO HMC4NCHeHHA MpeANKATOB Ha KOHE4HbIX 
Kaaccax. M3 aToro aBTOP JOKaSbIBaeT, UTO MHOIKECTBO (popmya Y8kKOro HCYHCICHHA MpeInKaTOB 
TOKMECTBEHHO HCTHHHBIX Ha JIKOOOM KOHEYHOM KuIaCCe, HE ABIAETCA PeKYPCHBHO CYETHbIM H, 
MOITOMY, XOTS SAaMKHYTO OTHOCHTeIbHO feAYKUMH, HE PekKyPCHBHO aKCHOMaTH3Hpyemo, 
Jjanbuie MHO>*KeCTKO (POpMyA Yy38kKOrO HCYHCAHUA NPeAMKATOR, TOXKECTBEHHO MCTHHHBIX Ha 
JHOG0M KOHEYHOM KIaCCe, HO HE TOXKMECTBEHHO MCTHHHBIX Ha GOeCKOHEYHBIX KaCCaX, He 
ABAAeTCH aed da kl C4UCTHbIM, 


EINE GEOMETRISCHE CHARAKTERISIERUNG 
DER FINSLERSCHEN RAUME 
SKALARER UND KONSTANTER KRUMMUNG 


Von 
j O. VARGA (Debrecen), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


Unter den Riemannschen Raumen V,, spielte seit jeher die Klasse der- 
jenigen von konstanter Kriimmung S, eine besondere Rolle. Biof fiir den 

_ Fall, daf die Kriimmung null ist, der vorliegende Raum also mit einem 
_ euklidischen Raum identisch ist, ist in der Fachliteratur die Charakterisierung 
mittels der (Levi-Civitaschen) Parallelverschiebung langs einer geschlossenen 
- Kurve allgemein bekannt. Aber auch die Raume von konstanter nicht ver- 
_schwindender Kriimmung lassen, wie einer Arbeit von E. BoRTOLOTTI zu ent- 
~ nehmen ist,! eine Charakterisierung mittels Parallelfiihrung um eine geschlossene 
_ Kurve zu. Zur Orientierung formulieren wir den Satz blof fiir den Fall eines 
_ infinitesimalen Parallelogrammes und verweisen wegen allgemeinerer Annahmen 
- auf unsere Arbeit, die ja auch den Fall eines Riemannschen Raumes in sich 
_ schlieft. Das Kriterium kénnen wir dann so fassen: Der V, ist dann und nur 
dann ein S,, falls bei Parallelfiihrung eines Vektors um ein infinitesimales 
_ Parallelogramm, die Differenz zwischen Anfangs- und Endlage der 2-Richtung 
des Parallelogrammes angehort, falls Gr6!en von héherer Kleinheitsordnung 
als die Mafzahl des Parallelogrammes vernachlassigt werden. Der Satz ist 
analytisch damit dquivalent, da®S der Weylsche Projektivkriimmungsaffinor 
verschwindet, der V, also geodetisch auf einen gewohnlichen affinen Raum 
—abbildbar ist, was nach dem Beltramischen Satz die Konstanz der Kriim- 
mung nach sich zieht. Hieraus folgt, daf unter den affinzusammenhangen- 
den Mannigfaltigkeiten mit symmetrischem Zusammenhang die projektiv- 
A ebenen Radume durch dasselbe Kriterium charakterisiert werden k6nnen. 
 Fiir Finslersche Raume hat L. BERWALD ein Kriimmungsmafi R definiert, das 
_ die Verallgemeinerung des Riemannschen Kriimmungsmafes darstellt. Es ist 
- fiir diejenige 2-Richtung erklart, deren eine .Richtung v* mit der Richtung 
des im betreffenden Punkt vorgegebenen Linienelementes zusammenfiallt, 


i 2h 


ee Na 


_* 


_ . we 


ra 4 


ws:* 


1 E, Borrotorti [1] (siehe Literaturverzeichnis am Ende dieser Arbeit), insbes. S. 95. 


« 
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wahrend die zweite Richtung 7“ willkiirlich ist. Es ist also R— R(x, v, 9). 
Falls R nur eine Funktion der Linienelementmannigfaltigkeit ist, d. h. unab- 
hangig von 7 ist, heift der Raum nach L. BERWALD von skalarer Kriimmung. 
Ist R eine Konstante, so ist der Raum ein solcher von konstanter Kriimmung.” 
Hauptziel dieser Arbeit ist nun die in den Satzen 1 und 3 des § 2 enthaltene 
Charakterisierung der Raume skalarer bzw. konstanter Kriimmung durch 
Parallelfiihrung eines Vektors um eine geschlossene einfache Kurve. Mit diesen 
Satzen dquivalent sind die Satze 2 und 4 des § 2, die eine Charakterisierung 
der Riume skalarer und konstanter Kriimmung mittels eines Kriimmungsaffi- 
nors zulassen. Da wir in unserer Darstellung die affine Theorie der Bahnen 
nicht beniitzen,? weiter hervorheben wollen, dafi die Kriimmungsverhaltnisse 
durch den von Verf. eingefiihrten Hauptkriimmungsaffinor* gekennzeichnet 
werden, haben wir in dem § 1 eine Zusammenstellung der Grundbegriffe des 
Finslerschen Raumes von diesem Gesichtspunkt aus gegeben. Dabei konnten 
wir unter Benutzung von Ergebnissen von H. TIETZE® eine unseren Zwecken 
entsprechende Herleitung des Kriimmungsaffinors durch Herumfiihrung um 
eine einfache geschlossene Kurve geben. 


§ 1. Grundbegriffe der Finslerschen Geometrie 


Eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Koordinaten x*(@ — 1, 2,...,”) 
wird dadurch zu einem Finslerschen Raum, dai eine Grundfunktion L(x, ») 
der 2n Veranderlichen x*,* vorgegeben wird, mittels der fiir eine beliebige 
mindestens einmal stetig differenzierbare Kurve x*—x*(t), eine Bogenlange 
s durch 

t 


; dx 
: — Jule 
(vaL) hi At) di dt 

ty 

bestimmt ist. Von der Grundfunktion L(x, v) wird vorausgesetzt, daB sie eine 
in den »* von erster Ordnung positiv-homogene positive Funktion ist, die 
hinsichtlich sdmtlicher Verdanderlicher stetige partielle Ableitungen der ersten 
vier Ordnungen besitzt und da ferner die mit den 


ys ita 
(1 ’ 2) La B = O) yet Oy8 (+ | * ye Ae 
gebildete quadratische Form 
(ied) Bap (x, v) X°X® 


° Siehe L. Berwatp [1], insbes. No. 25. 

8’ Eine duferst tibersichtliche Darstellung von diesem Gesichtspunkt aus findet sich 
bei L. Berwatp [2], insbes. No. 2. 

4 Siehe O. Varaa [1], § 3. 

5 Siehe H. Tietze [1]. 
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der Hilfsveranderlichen X“, fiir alle zulassigen Wertesysteme der x“ und 2% 
(das Wertesystem +*—O ausgeschlossen) positiv definit ist. Die Finslersche 
Geometrie kann nun nach E. CarTAN® der Theorie einer (2n— 1)-dimensionalen 
euklidisch zusammenhangenden Mannigfaltigkeit von Linienelementen unterord- 
net werden. Die Transformationsschar, die dem Studium einer solchen Man- 


nigfaltigkeit zu Grunde liegt, besteht aus den zumindestens als viermal stetig 
differenzierbar vorausgesetzten Transformationen 


(1, 4) ex (x), DetsA == 0; At S35, x* 
und den Transformationen 
ii. 5) we ; AS on. 


Die Mannigfaltigkeit wird bestimmt: 

I. Durch Angabe eines kovarianten Tensors 2-ter Stufe oa (x, v), der den 
»Bogen“ einer mindestens einmal stetig differenzierbaren Linienelementfolge 
(1, 6) Nese k(t), Un ——1" (7) 
~ durch das Integral 


(7) s—] | genet, ) 


Xe axe 
vue lee 
bestimmt. 

Die Form ges(x,v)X“X" mége denselben Forderungen geniigen, wie 
die Form *(1, 3). 

Il. Durch Angabe einer invarianten Ableitung 


dé“ a dé" a dive 1a ay) ) 
ee) dt dt * Ici: dt + 109 Ge |5 
0 a 
die dem langs (1, 6) definierten Vektorfeld &“(x, 7) das Vektorfeld ee zuordnet. 


. Da Affinoren in den 7% stets von von nullter Ordnung homogen sein 
 sollen, folgt aus (1,8) unmittelbar, daB die C;;“ von (—1)-ter Ordnung, die 
‘¢, von nullter Ordnung positiv-homogen in den «” sind und dafi ferner 


— (1,9) C0 
gilt. 
’ Falls fiir ein langs (1,6) erklartes Vektorfeld 
dg 
(1, 10) di = 0 


besteht, so wird es als parallel in Bezug auf (1,6) bezeichnet. Umgekehrt 
stellt (1,10) ein Differentialgleichungssystem dar so, dafi man einen Vektor 
stets Ings einer vorgegebenen Linienelementfolge parallel verschieben kann. 


6 Siehe E. Cartan [1], wo die in diesem Paragraphen nur angedeuteten Formeln (1, 1) — 
(1, 22) auf S. 3—17 ausfiihrlich hergeleitet werden. 
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Wird die Lange und der Winkel von Vektoren mit Hilfe von g¢3 so wie 
in der Riemannschen Geometrie erklart, dann lautet die dritte Forderung : 

Ill. Die Lange von Vektoren und der von zwei Vektoren eingeschlossene 
Winkel bleibe bei einer Parallelverschiebung ungedndert. 


Dies fiihrt zu den Beziehungen 


ie 11) Oy Zep = yap + Ly pe} Lapy= Lioles 
und 
(1, 12) OveLap—Cyagpt+tCysa; Capy=Se whan = 


Der Finslersche Raum unterordnet sich nun der Linienelementmannig- 
faltigkeit dadurch, daB wir gu3,Ca;’ und 173 mit Hilfe der Grundfunktion 
so bestimmen, dai I, I] und III in koordinateninvarianter Art bestehen. Qa3 — 
soll durch (1,2) bestimmt sein. Ferner sei 


— 


(1, 13) C:ay5—= Los Cay! = zy Oo8 A. 08 L* 


und 

(1, 14) Day3 = 5 (CaBy a+ Lay — Lae) + CoaaGy —CoyaG3, 
wobei 

(i515) Ci = 08 Ciena =i “° Te" dog Oux L? — Og L’]. 


’ Die Relationen (1, 11) und (1, 12) sind auf Grund von (1, 13) und (1, 14) — 
offensichtlich erfiillt. 

Wir bemerken noch, da die in (1, 15) auftretenden, in den +“ von 2-ter 
Ordnung positiv-homogenen Funktionen G“ gerade die Eulerschen Differential- 
gleichungen des zur Grundfunktion L(x,v) gehdrigen Variationsproblems 
bestimmen. Geht man namlich von den bekannten Eulerschen Differential- 
gleichungen ; 
d'OL (Xx, 4) 0 eee . dx 


—_ —- & —— 


dt ax? Gy He dt 
aus, und fiihrt den durch (1,1) bestimmten Bogenparameter s ein, so kinnen — 
diese Differentialgleichungen auf die Gestalt 


(1, 17) Ge + 26*|x, a). -0 


. nat te  aoe Y 


(1, 16) 


gebracht werden. 
Wir bezeichnen den Einheitsvektor 


1, 18 pe wh 
( ) IRC y 
dessen Richtung mit der seines Linienelementes zusammenfiallt, als normiertes. 


Linienelement. Aus (1,8), (1,9), (1,10), (1,14) und (1,15) folgt, daB die 
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normierten Linienelemente in Bezug auf die Linienelementfolge (1, 6) parallel 
sind, falls 


dl“ dxé 


3 & = 1 Bey, : axe 
At; 19) ‘dt. —G; (x, 1) —- dt et eT G; (a ”) 


gilt. Wegen (1, 18) bedeutet dies eine Differentialgleichung fiir die 7“. Demnach 
kann ein normiertes Linienelement blof langs einer Kurve x“: =x“(t) parallel 
verschoben werden und nicht langs einer Linienelementfolge. Falls fiir eine 
_ Linienelementfolge (1,6) die normierten Linienelemente parallel sind (d. h. 
(1, 19) gilt), wollen wir, der Kiirze wegen, die Linienelementfolge (1,6) als 
parallel bezeichnen. Die invariante Ableitung eines Vektorfeldes &“ langs einer 
Folge von parallelen Linienelementen wird wegen (1,8) und (1,9) von der 


Gestalt 


see de : ax 8 
1 eee ee ee een ‘Ss 
p (1, 20) whe dh 


i sein, wobei 
(1, 21) Tipe = Ty = Ts,—G5° Cos 
gesetzt werde. 
Falls in der Linienelementfolge (1, 6) xe(t) =x" ist, dann wird die 
durch (1, 10) bestimmte Parallelverschiebung zu einer ‘durch 
as ea a 
(1, 22) ae 


-erklarten Drehung. 
| Zu den Kriimmungsaffinoren kann man in entsprechender Verallgemeine- 
rung zur Riemannschen Geometrie durch Parallelfiihrung um eine geschlossene 
_Linienelementfolge gelangen. Im folgenden benétigen wir ausschlieBlich den 
_ ganz speziellen Fall, in dem ein normiertes Linienelement um eine geschlossene . 
_Kurve parallelverschoben wird. Wir betrachten eine auf der Flache 
B(1, 23) : ta Xe (1D) 
gelegene, doppelpunktfrei durch 
(1, 24) i= 11), =v} hat Sh 
_bestimmte Kurve. Aus (1, 19) folgt fiir den Differenzenvektor 
fi; 25) AL? =1"(t,)—1"(t) 
zwischen Anfangs- und Endlage | 
ty 

11% La ax? 
(1, 26) sia —| Gin.) Sea 
; : to 
'Trifft man die Voraussetzungen, daf fiir die in der (uw, v)-Parameterebene 
liegende Kurve (1, 24) ; 
B(1, 27) -ln())—m| < 4u, |v )—4| < 40; e=du+4v 
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gilt, und ihre (euklidisch gemessene) Lange kleiner als «we ist (u eine positive 
Konstante), so kann man fiir das in (1,26) auftretende Integral. in Verall- 
gemeinerung von DR eeu von H. TIETZE’ zeigen, daf 


* ax? 2 axe \du a. 
: r—j|(-o (a a —(Gi (x, 2) * at 
(1728) 
a Beh toe j= +2 ai" - eee AS +. 0%(€) 
gilt. a 


Auf der rechten Seite von (1, 28) bedeutet JS den (euklidisch gemessenen) 
Flacheninhalt, der von der Kurve (1, 24) eingeschlossen wird, und O“(e*) fiir 
jeden Wert von « die aus der Zahlentheorie bekannte Funktion. Es ist also 
E29) OFS) =k es: 
wobei die positiven Konstanten A“ von dem Anfangslinienelement x*, vw, den 


Werten der Funktionen (1, 23), den GroBen G;“ und ihren partiellen Ableitungen 
abhangen, hingegen unabhangig von Ju, Jv und der gewdhlten Kurve sind. 
Die partiellen Ableitungen a bzw. - in dem dritten Porten von (1, 28) 
haben ebenfalls die bei TIETZE angegebene symbolische Bedeutung,* d. h. man 
bilde, falls irgend eine Funktion von x* und +“ gegeben ist, die Richtungs- 
ableitung 


dF du dv: 
1 = 3 
UW) dt meee Teel ors 


Es bedeutet dann F.==-(F), F, =—(F). Bei der Bildung von (1, 30) ist 


noch zu beriicksichtigen, dai die a der Gleichung (1, 19) zu geniigen haben. | 


Beachtet man dies, so ergibt die Berechnung von (1, 28) 


ce 1 ee ees) : 5 
1,31 Al a Re ahr | We 
( ) es Ris (Xo, vo) O(a, v) Ji. oa Oe) 
mit 
Wee 2 (a4 64 (a4 a > « 
(1, 32) R35 (x, v): 7, [eGo + Giaje) Gay", Gag = 08 Ge". 
Fiihren wir fiir die beiden Vektoren 


(1, 33) oN Ses te 
(1, 34) ones af 


7 Siehe H. Tierze [1], insbes. die No. 1—6. 
8 Siehe in H. Tietze [1] die Formeln (12) auf S. 311. 


FINSLERSCHE RAUME SKALARER UND KONSTANTER KRUMMUNG 149 


die der die Flache (1, 23) in u,v beriihrenden 2-Richtung angehGren, ein, so 


0 0 
kann (1,31) wegen der schiefen Symmetrie in den Zeigern @ und d auch auf 
die Form 


(1, 31’) Mia Ry). OX, vs) ht, + O%(s) 

_ gebracht werden. Der Affinor (1, 32) tritt zuerst bei E. CARTAN® auf, und fiir 
den Fall der affinen Theorie bei L. BERWALD.!° Wir kénnen die eben betrachtete 
Folge von parallelen Linienelementen langs der durch (1,23) und (1, 24) 

_ bestimmten Kurve dadurch abschliefen, dai wir zwischen /“(¢,) und /“(f,) eine 
Linienelementfolge 
(1, 35) *=1*(t)+o0(1*(t,)—I°(t)) Oz Ga] 

_ einschalten. Wird langs der so gewonnenen Linienelementfolge ein Vektor &* 
gemaf (1,10) und (1,20) parallelverschoben, so erhalt man durch eine 

, ahnliche Uberlegung wie oben, bei der jetzt noch die Paralleldrehung (1, 22) 

_ ferner (1,31) zu beniitzen ist, fiir den Differenzenvektor von Anfangs- und 
Endlage 

1,36) 4B 8"(t,)—E°() = Res; “(Oro, | nee. ~ 2 | I E(t, 45 + O%(E'), 
wobei jetzt" 

(1,37) Raby “(X, ve) = 24g LPo}y — 2 Gia dele V3) + 2T jh Pe. 

_ Die in (1, 29) auftretenden Konstanten AK“ hangen jetzt auch von den Ij, und 

ihren partiellen Ableitungen ab. Wir merken noch den sich aus (1, 37) und 
(1, 32) ergebenden Hauptkriimmungsaffinor 
(1, 38) T iii = Rix —L Coy “Res * 
an.’ Es kann nachgewiesen werden, dafi derselbe dadurch entsteht, wenn der 

oben betrachtete Vektor nicht um die durch (1, 35) abgeschlossene Folge von 
parallelen Linienelementen herumgefiihrt wird. 


§. 2. Finslersche Radume von skalarem und 
konstantem Kriimmungsmab 


Um das von L. BERWALD eigefiihrte Kriimmungsmaf definieren zu kénnen, 
fiihren wir die rein kovarianten Komponenten des Kriimmungsaffinors ji,“ 
gemdaf 


9 E, Cartan [1], S. 36, Formel XX, wo dieser Affinor mit Ro* PY bezeichnet ist. 
10 L. Berwatp [2], S. 759, Formel (2,9). Der dort auftretende mit K, a 8 bezeichnete 
Affinor steht mit dem hier behandelten in dem durch LR; ; “= K;“, bestimmten Zusammen- 


hang. 
11 Tritt zuerst in E. Carran [1] auf. Siehe S. 36, Formel (XIX), Dort wird dieser 
 Affinor mit RK,“ 5g bezeichnet. 
q - Fiir den Fall von affinzusammenhangenden Mannigfaltigkeiten zuerst in O. Varca 


[1], S. 13, Formel (3, 13). 
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(2, 1) Rasys(X, 0) = Zaa(X, 0) Regt Gv) 
ein. 
Setzen wir ferner 
(2, 2) T35"STp6y°U", 
dann folgt wegen (1,9), (1, oe (1,14) C2) a und (1, 37) 
(2, 3) Rgig 1 Ted SR eee 
Aus (2,1) und (2,3) ergibt sich: 
(2, 4) Riss Saeko ae 
(2, 4’) Tin fe Te 
(2, 4”) Tage== Rese: 


Aufer diesen Affinoren bendtigen wir noch die folgenden sich aus R35 ° bzw. | 
73° durch Uberschiebung mit dem normierten Linienelement ergebenden 
Affinoren 


(2, 5) Ree Resel’ = Reay el U, 
(2, 5’) Tee Teel = Tpoyel’, 
fiir die wegen (2, 4”) 

(2, 5”) Res Tas 


gilt. Durch Heraufziehen des Zeigers « in (2,5”) folgt wegen (2, 3), (2,4) _ 
und (2, 4’) | 
(2, 6) . co HY tn ais = Rji° pe = Tpé £ 7: 


* 


erhalten wir den durch 


1 
n—1 


Durch Vernet von R*; 


det 1 By eo e a. 
(2, 7) RG, JS Ra eT 


erklarten Skalar. 
Die Verjiingung des Kriimmungsaffinors R35; “ und des Hauptkriimmungs-~ 
affinors 735, ° fiihrt zu den beiden durch : 


(2, 8) Rs» dh ee Pe: ’ 

(25-9) Tigeet Tasos 

bestimmten Affinoren. Der Zusammenhang zwischen diesen Affinoren ergibt 
sich unmittelbar aus (1, 38) in der Form 


ex 10) R; by 169 Coys Rige ° 


Aus den Affinoren (2,8) und (2,9) gewinnt man durch Uberschiebung mit [” 
die Vektoren, 


(2, 11) Rs= R3,1’ 
und 
(2, 12) Tee 


WE 
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SAA wo 


fiir die wegen (2, 10), (1,9) und (1, 13) 
2 13) Rs = T3 
“gilt. Nochmalige Uberschiebung mit /° gibt den Skalar 


2,14) R(x, 1) Ril? a Tl. 

: Aus (2,3), den Definitionen (2,8) und (2,11) von Rs, bzw. Rs folgt, 
dal 

@ 15) Reus 

ist. Entsprechend folgt aus (2, 3), (2,9), (2, 12) und (2, 13): 

(2, 16) Ris iyeolys 

Aus (2, 6), (2, 7), (2, 14)—(2, 16) folgt 

Cc 17) R(x, v) = R(x, v). 


$ Wir heben noch folgendes Ergebnis hervor, dafi eine Folge von (2, 14) 
ist: | 


& Der Kriimmungsskalar R(x, v) des Finslerschen Raumes kann aus dem 
ee rungsaffinor (1, 38) durch Verjiingung bzw. Uberschiebung mit dem 
normierten Linienelement gewonnen werden. 

Eine wichtige Feststellung, die auf Grund der Definition (2,5) von Re. 
durch eine Rechnung aus (1, 32) und (2, 1) folgt, ist die Symmetrieeigenschaft ** 
(2, 18) Réea= Rag. 

Wir setzen im folgenden n=3 voraus. 

Wir betrachten nun das normierte Linienelement (x,/) und den in 
denselben definierten, von ihm linear unabhangigen Vektor 7“. Die fiir die 
-2-Richtung /“, 7“ des ee (x, e bestimmte Invariante 


may Rs s5y eM 7] che a 


(2, 19 R(x, v,1 aT 
q (Zao; — Largo nel 


4 folgt fiir das Kefimmungemas sofort die Darstellung 
Rene The tt 
(Sre— lol (Goebel) a7 


e 20) R(x, v, 4) = 


hen Grundtensor g.; und dem Vektor /“ herleiten. 
Falls R(x, v, 7) ein von 7% unabhangiger Skalar /(x, v) ist, so heift der 
Bemslersche Raum von skalarer Sacre Ist [(x, v) eine Konstante, so Co 


alt 


13 Vgl. E. Cartan [1], S. 32, Formel XXIII, wo statt Rig die Bezeichnung Roaog Ver- 


-wendet wird. 
4 Vgl. L. Berwatp [2], S. 773—774. 
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eines Ergebnisses von F. SCHUR nachgewiesen, daf} aus der Unabhangigkeit 
des Kriimmungsmafes /(x,v) von der Richtung schon seine Konstanz fogt. 
Fiir einen Raum skalarer Kriimmung folgt aus der Willkiirlichkeit von 7“ und 
der Symmetrieeigenschaft (2, 18) die Beziehung 

(2221) R*ge=1(X, v) (Ype—Lsls) 

und hieraus durch Uberschiebung mit g“* 

(2,21) R*; “= I(x, v) (0° —L1'). 

Durch Verjiingung folgt hieraus wegen (2,12) und (2, 17) 

(2y22) I(x, 0) == RG, 2). 


Das Kriimmungsmaf eines Finslerschen Raumes skalarer Kriimmung ist sonach 
mit dem Kriimmungsskalar identisch. 

Aus (2, 22) folgen wegen (2,21) und (2, 21’) die fiir den Finslerschen 
Raum skalarer Kriimmung charakteristische Relation 


(2, 23) R%se = R(X, 0) (Spe —laled, 
bzw. 
{2523') R*; “— R(x, v) (03 —L1*). 


Beniitzt man die aus (1, 32) und (2,6) folgende Beziehung 
(2, 24) L? R*3 “ = 203G* — 0,8 G° 0,0 G* — 0, Ga “vp + 2Gi5“G°, 
so kann man gj“ in der Form 


(2, 25) & R; é ‘= é O[8 leks . 


darstellen. '° Ist der Raum von skalarer Kriimmung, so kénnen auf der rechten 
Seite von (2, 25) die sich aus (2, 23’) ergebenden Werte von R*; “ eingefiihrt 
werden. Dies gibt!’ 


yo (41.06 Ris| ag =i" L-d8R+Rl,\8¢ + 
(2, 26) 


- 
= + (15 . 8 R—13 0,6 R) “= 


Die durch (2, 26) bestimmte Form des Affinors (2, 26) ist fiir Raume skalarer 
Kriimmung charakteristisch, wie schon L. BERWALD bemerkt hat. In der Tat 
erhalt man nach Uberschiebung mit /° die Relationen (2, 23). Fiir Raume 
konstanter Kriimmung folgt aus (2, 26) als kennzeichnend die Beziehung 


(2, 27) R35 % =2R0; [5}. 


15 Vgl. L. Berwatp [2], No. 16. 


6 Die Formeln (2, 23), (2,25) bei L. Berwatp, No. 13. Formel (2, 24) bei E. Cartan 
[1], S. 36, Formel XXI. 


17 Vgl. L. Berwatp [2], S. 774, Formel (13, 5). 
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Fiihrt man das normierte Linienelement /“ um eine gemaB (1,23) und 
_ (1, 24) bestimmte und den dort angegebenen Anforderungen geniigende Kurve 
eines Raumes skalarer Kriimmung herum, so folgt fiir den Differenzenvektor 
41“ yon Anfangs- und Endlage wegen (1, 31’) und der Gestalt (2, 26) des 
Affinors R35“ die Beziehung 
(2, 28) Al” — At; + Bty + C1" (xo, 4) + O%(e). 
Wir erinnern daran (siehe (1, 33) und (1, 34)), daf ¢ und ¢* der 2-Richtung 
angehéren, die die Kurve im Ausgangspunkt beriihrt. Wegen (2, 27) folgt durch 
Parallelfiihrung von /“ um eine geschlossene Kurve der gleichen Art wie oben, 
im Falle eines Raumes konstanter Kriimmung fiir den Differenzenvektor 
(2, 29) AI” = at; + bt; + O*(e). 

Wir wollen nun nachweisen, dafi die Gestalt (2, 28) bzw. (2, 29) des 
_ Differenzenvektors fiir Raume skalarer bzw. konstanter Kriimmung charakteristisch 
mist. 18 


Aus (2, 28) und (1,31) folgt, da& bei Vernachlassigung von Glieder der 
Ordnung O(0*) 
(2, 30) Riot tp =A BE Cr 
fiir beliebige f° und ¢/ gelten muf. Daraus ergibt sich aber, das R33“ von 
der Gestalt 


(2, 31) Regi“ = 43 as—45 ag + pesl” 
ist, wobei 
(2, 32) Pas —Pas- 
Durch die Verjiingung «= folgt aus (2, 31) wegen (2, 15) 
2, 33) Rs= (n—1)as +Duol”. 
Uberschieben wir diese Gleichung mit /°, so folgt wegen (2, 14) und (2, 32) 
(2, 34) R=ayl’. 
Wir kénnen daher fiir den Vektor as den Ansatz 
(2, 35) a= Wst+Rls 
machen, wobei 
(2, 36) wel =0 
sein mu. Aus (2, 31) folgt durch Herunterziehen des Index « 
i2, 37) Rese £02As—L5eAp t+ Poole. 


Wegen der schiefen Symmetrie des Affinors Resy. in den Zeigern y, é und 
aus (2, 3) folgt hieraus, daf 


VB 38) Rigel <0 
ist. Uberschieben wir daher (2, 37) mit /°, so ergibt sich hieraus 
2, 39) , P356= Isag—leas. 


18 Die Notwendigkeit dieser Bedingungen findet sich bereits bei L. Berwatp [2], No. 14. 
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Fiihren wir hier noch den Wert von as aus (2,35) ein, so erhalten wir 
(2, 40) Das = ls We—loo. 
Wegen (2, 35) und (2,40) erhalt man so aus (2, 31) 


(2, 41) Rss“ = 08 (pot Ris) —93 (Wet Rls) +(lsva—laypo)l™. 
Fiir den Vektor ws ergibt sich durch die Verjiingung «— 

] i) 
(2, 42) We r pass Rs— 5 Rls. 
Durch Uberschiebung der Gleichung (2, is mit /° folgt wegen (2, 6) und 
(2, 36) die fiir den Finslerschen Raum skalarer Kriimmung charakteristische 
Relation (2, 23). Damit haben wir folgenden Satz gewonnen: 


SaTz 1. Damit ein Finslerscher Raum von skalarer Kriimmung sei, ist 
notwendig und hinreichend, dap bei Parallelfiihrung des normierten Linienele- 
mentes 1“ um eine auf einer zweidimensionalen Fldche (1,23) gelegene ge- 
schlossene doppelpunktfreie Kurve (1, 24), der Differenzenvektor von Anfangs- 
und Endlage, falls von Grofen der Ordnung O(e’) abgesehen wird, eine lineare 
Kombination von |“ (im Ausgangspunkte) und den beiden Vektoren t¢ und ty 
ist, die die Fldche (1, 23) im Ausgangspunkte bertihren. 


Aus der Formel (2,41) folgt noch eine weitere Charakterisierung der 
Finslerschen Raume skalarer Kriimmung: i 


SATZ 2. Ist Wa ein beliebiger kovarianter Vektor, fiir den Wel“ =O gilt 
und ist R(x, v) irgendein Skalar, dann ist der Finslersche Raum, dessen Affinor 
R35“ von der Gestalt (2, 41) ist, von skalarer Kriimmung und das Ariimmungs- 
maps ist durch R(x, v) bestimmt. 


Wir betrachten jetzt den Fall, in dem der Differenzenvektor bei der 
fraglichen Parallelverschiebung in der durch Gleichung (2, 29) angegebenen: 
Form darstellbar ist. Aus (1,31) folgt dann 
(2, 43) Rig tit aie he | 
falls Glieder von der Gréfenordnung O(«') vernachlassigt werden. Aus (2, 43) 
folgt nun, dah 
(2, 44) Ri i “ = 05 bs — 05 bs 


ist. Durch die Verjiingung @—e@ und Uberschiebung mit /° folgt dann wegen 
(2, 14) und (2, 15) 


- 


(2, 45) byl? = R. 

Machen wir daher wie im vorangehenden Fall den Ansatz 
(2, 46) bs = ps + Rls 

so muh 


(2, 47) pel? = O 
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Sein. Fiihren wir die Ausdriicke (2,46) von 65 in (2,44) ein und ziehen dann 
den Index « herunter, so erhalten wir 


(2, 48) Re5e= 29e(P5 + Rls)— Boel ge + Ri). 
Uberschieben wir diese Gleichung mit /° und 1’, so folgt hieraus 
(2, 49) 0 

und daher wird (2, 46) zu 

(2, 50) b65= Rij. 


Wegen (2,50) und (2, 47) besitzt der Affinor Rs“ gerade die fiir Riume 
_konstanter Kriimmung kennzeichnende Form (2, 27). 
Damit haben wir nun folgendes nachgewiesen: 


SATZ 3. Damit ein Finslerscher Raum von konstanter Kriimmung ist, ist 
_notwendig und hinreichend, dap der Differenzenvektor, der sich bei Parallel- 
fiihrung um eine auf der Fldche (2, 23) gelegene geschlossene, doppelpunktfreie 
_ Kurve ergibt, bei Vernachldssigung von Gripen der Ordnung O(é°) der 2- 
_Richtung angehdrt, die die Fldche (2,23) im Ausgangspunkt beriihrt. 


‘ Satz 3 kénnen wir auch folgende Fassung geben: 


SATZ 4. Ist ba ein beltebiger kovarianter Vektor, dann ist der Finslersche 


Raum, dessen Affinor R35“ sich durch bq mittels (2, 44) darstellen léBt, von kon- 
_stanter kKriimmung. 


(Eingegangen am I. Oktober 1951.) 
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TEOMETPUYECKOE XAPAKTEPH30BAHHE IIPOCTPAHCTB ®UHCJIEPA 
CKAJAPHOM U MOCTOAHHOM KPUBM3HbI 


O. BAPTA (JJe6peuer) 


(Pe310 Me) 


B nacroiiuet paGore xapakTepu3yroTcaA mpocrpanctBa Puxcaepa NOCTOAHHOM CKasI~— 
PHO KPHBH3HbI C MOMOUIbIO NapawienbHOrO MepeHeceHHaA HOPMMPOBAaHHOrO JIMHEHHOrO 
9NeMeHTa BAOAb 3aMKHYTOM KpuBOH Ges ABOMHBIX TOYeK. Ecam KpuBad 1eKUT Ha ABYMePHOM 
nogepxnoctn F, a P cayKMT HCXOAHbIM NYHKTOM MapammenHOrO nepeHeceHuA e“, M@KAY TEM 
kak ff tf cyTb Ba KaCaTeAbHbIX BeKTOpa nNoBepxHocTH F B TOuKe P, TO npH mpeHeope- 
*KEHUM, ONpesenAeMOM COOTHOWeHHeM (1,29) HMeroT MeCTO TeOpeMpb! | H 3, yrBepxeHKe 
KOTOPbIX MO CYLHOCTH 3aKTIOUaeTCA B CIIE/YHOULeM : 

IpoctrpancTBo uMeeT CKaJsIpHY!O KPHBH3HY TOMa M TOJbKO TOra, CCIM BEKTOP, Npep- 
CTABAAIOMIMH PasHOCTh M@*K/Ly HCXOAHBIM MH OKOHYATeAbHBIM TOnO%KeHHeEM /“ BP, npMHay- 
A@KUT BEKTOPHOMY MpocTpaHcTBy, OnpefeneHHOMy mocpegcTsom fy, tf u J“, KpHBusHa x%*Ke 
ABAA€TCA MOCTOAHHOM TOrfa H TOAbKO TOra, CCAM S9TOT BEKTOP NO*KUT axKe H B BEKTOPHOM 
MIpocTpancrBe, nNopoxKseHHOM BekTOopamu ff u ff. 


UBER POLYNOME, DEREN NULLSTELLEN AUF EINEM 
KREIS LIEGEN 


Von 
GYULA SZ.-NAGY (Szeged), Mitglied der Akademie 


é 1. Das Polarpolynom P:f(z) des Polynoms 
(a) f2)=(2—a,) (@—a,)...(2—a, 


- in Bezug auf den Pol ¢, oder die Derivierte von f(z) in Bezug auf den Pol £ 
wird durch die Gleichung 


“ s , oO — 
2) P:f@)=nf@+¢—2)f @=f@ > —F 
_ definiert.' Bedeuten p,, p.,...,p, beliebige positive Zahlen, so ist 
(3) go) =f@ > pr2— 

k=1 2—Ay 


ein verallgemeinertes oder anisobares Polarpolynom von f(z) mit den Ge- 
_wichten p,, P2,..., Pn." Das Polarpolynom (2) ist isobar. 

I. Liegen die Nullstellen des Polynoms f(z) n-ten Grades auf einem 
Kreis K (oder auf einer Geraden), so fallen die Nullstellen jedes Polarpolynoms 
von f(z) in Bezug auf irgendeinen auf K liegenden Pol © auf dem Kreis K 
und sie trennen mit dem Pol © zusammen auf K die Nullstellen von f(z). 
Bewegt sich der Pol auf K in einem Sinne, so bewegen sich die von den 
“mehrfachen Nullstellen von f(z) abweichenden Nullstellen des Polarpolynoms 
im entgegengesetzten Sinne.* 

Beim Beweis dieses Satzes nehmen wir zuerst an, dai K die reelle 
-Achse ist und daB a,<a,<---<a, ist. Die geschlossene reelle Achse wird 


1 E, Lacuerre, Oeuvres J, S. 133—139. Vgl. G. Porya und G. Szecé, Aufgaben und 


Lehrsdtze aus der Analysis, |. S. 55—58. 
2 Vgl. Gy. Sz.-Naay, Verallgemeinerung der Derivierten in der Geometrie der Polynome, 


Acta Scient. Math. Szeged, 13 (1950), S. 164—178. 
3 Der Satz I wurde fiir isobare Polarpolynome von LaGuerre (mit einer anderen 


_Methode) bewiesen. 


11 Acta Mathematica 
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von den Punkten a,,a),..-.,@, in n Strecken, in die n—1 endlichen Strecken 
(a,, Qp), (Aa, As), . - =» (An-1, An 


und in die unendliche Strecke (a, @;)=(@,, + %)+(—~,@) geteilt. 
Die Funktion 


n 


(4) (j= 


fQ) te tte 
ist im Innern jeder der n Strecken stetig. Am Anfang und am Ende haben 
die Werte von G(z) dieselben bzw. entgegengesetzte Vorzeichen, je nachdem 
die Strecke den Pol ¢ enthalt bzw. nicht enthalt. Daraus folgt, dali die 
Funktion G(z) und damit das Polynom g(z) (n—1)-ten Grades auf der ¢ 
enthaltenden Strecke keine Nullstelle, auf den iibrigen n—1 Strecken genau 
je eine Nullstelle besitzt. Widrigenfalls hatte namlich das Polynom g(z) mehr 
als n—1 Nullstellen. 
Ist z eine Nullstelle des Polynoms g(z), so erhalt man aus (4) 


und 


be Di ) een 


: k aC 
d b> eel z— A! Ate 1 (2—a,y ~ 
dz | =. epee ) 
k=l 2—Q, 
wp a See | | ay 
a ae fee = Z n Dr | = SS : 
fi Z— Ak ishcken iat by 2—UpR 


Daraus folgt, dali ¢ eine abnehmende Funktion von z ist. Bewegt sich also ¢ 
auf der reellen Achse in einem Sinne, so bewegen sich die (von den Nullstellen 
des Polynoms f(z) verschiedenen) Nullstellen von g(z) im entgegengesetzten 
Sinne. 

Ist 


f(z) = (z—a,)" (z—a,)” o* -(z—a,)"", On + Go+ aad -|- dy ——- its Qy <9 Qy KS : “< Qy, 
so hat die Funktion (4) die Form 


a £@) oe es 2 
G(z) f(z) ~o = TRUY esti ) Di => O, k= i. : oe ey 


Der Punkt a, ist eine (g,—1)-fache Nullstelle von g(z). Dieses Polynom 
besitzt in den mehrfachen Nullstellen von f(z) =>) (qx—1)—n—v Nullstellen, 
k=1 


auf derjenigen der Strecken (a, as), (a2, Qs), ..., (@v-1, Av), (ay, a), wo der Pol f 
liegt, keine Nullstelle, auf den tibrigen »—1 Strecken je eine Nullstelle. Die 
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letzten bewegen sich in zur Bewegungsrichtung von ¢ entgegengesetztem 
Sinne, worauf durch die im erst betrachteten Falle gegebene Ableitung gefolgert 
werden kann. 

Damit ist der Satz I fiir den Fall der reellen Achse bewiesen. Aus diesem 


speziellen Fall ergibt sich der Satz fiir einen Kreis durch eine lineare Trans- 
formation von z. 


2. Bezeichnet z, eine (von den mehrfachen Nullstellen des Polynoms (1) 
abweichende) Nullstelle des (isobaren) Polarpolynoms P:f(z), so besteht die 
Gleichung 


n al n 
SS ee en eliy 

() 2 z =e 8h: * p2 ae) cae 
[= 0 1 c— 


Dividiert man die Gleichung durch das Teilungsverhaltnis (¢z,a,)(1=s=n), 
so ergibt sich 


S Gea) 

©) Ena) 

Liegen die Nullstellen a, und der Pol ¢ auf einem Kreis K, so liegt 
auch der Punkt z, auf K. Dann ist jedes Doppelverh4ltnis in der Summe von 
(6) reell. Die Punkte ¢ und z teilen den Kreis K in zwei Bogen (£z,), und (¢z,)_. 
Wahrend ein Punkt z von ¢ ausgehend den einen Bogen beschreibt, nimmt 
der absolute Betrag des Doppelverhdltnisses 
(7) DV ==(6224,) 
von Null bis co bestandig zu. In den Punkten z des Kreisbogens (62,), bzw. 
(62). ist das Vorzeichen von DV positiv bzw. negativ. Im Punkte z—a, ist 
DV=1, a, liegt also auf dem Bogen (z),. 

Wir nehmen an, dai die Nullstellen von f(z) auf K die Aufeinanderfolge 
Q,,@,..., 4, haben. Sie teilen K in n Kreisbogen 


(8) hes) (Olay 0s) ps (laa; On); (An, Op); 

unter denen einige verschwindende Lange haben kénnen. Liegt der Pol ¢ auf 

dem Bogen (a,,,@,), so besitzt das Polarpolynom P;f(z) auf den tibrigen 

(nicht ausgearteten) Kreisbogen je eine Nullstelle. Liegt die Nullstelle z, von 

P-f(z) auf dem Bogen (a), a1) (1 =p<n) und ist s—p-+1, so gibt es in 

der Summe von (6) p negative und n—p positive Doppelverhaltnisse und 

zwar diejenigen, fiir welche k=p bzw. k>p ist. 

Z Aus der Aufeinanderfolge der Punkte a; auf dem Bogen (z,)_ bzw. (€2), 
folgen die Ungleichungen 

0< — (020,41) = — (62 A2Qp+1) = — (62 )ApQp11), 


(52a Qs) == 0. 


bzw. 

O< (62 QnQp-1) S ($2 An-14pu1) Se S (62 Apri Apu) = 1, 
Ein Gleichheitszeichen besteht hier nur dann, wenn zwei aufeinanderfolgende 
Nullstellen des. Polynoms f(z) zusammenfallen. 
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Dann hat die Gleichung (6) die Form 
p n 


>, — (beep Da, (62 QxAps1); 
eae k=p+ 


wo jedes Glied der linken und der rechten Seite positiv ist. Auf Grund der 
vorigen Ungleichungen ist 

—p(CZ,0pUni) = 1 “und ' —(C2,0¢0p4) = tp aan ee 
weil —(CZ,QpQpi1) bzw: ($2 Qpi1Qp) das gréBte Glied der linken bzw. rechten 
Summe ist. Diese Ungleichungen lassen sich in der Form 
(9) —(QpQp11 295) = Pp = p—1 und —(Apdp2b) S=n—p =n—!1 
schreiben. Damit wurde ein Satz von LAGUERRE? iiber die Lage der Nullstellen 
der Derivierten eines Polynoms mit lauter reellen Nullstellen und seine von 
mir gegebene Verscharfung® verallgemeinert. 

Il. Liegen sdmtliche Nullstellen a, b (== a), c,... des Polynoms f(z) n-ten 
Grades und der Pol 5 auf einem Kreis K, enthalt ferner der Kreisbogen (a, b) 
von K weder den Pol © noch eine Nullsielle von f(z) im Innern und sind 
(aba’¢) = —(n—1), (bab’¢) = —(n—1), so enthalt der Teilbogen (a’,b’) von 
(a, b) eine Nullstelle des isobaren Polarpolynoms P:f (2). 

Enthdlt derjenige Kreisbogen (5,6) bzw. (£,a) von K, wo der Punkt a 
bzw. b liegt, im Innern p bzw. n—p Nullstellen von f(z) und sind (aba’’S) = 
—=—(n—p), (bab’’S) = —(n—p), so enthdlt auch. der Teilbogen (a’’,b’’) von 
(a, b) eine Nullstelle des Polarpolynoms P:f(2). 

Aus diesem Satz folgt 

Ill. Liegen sdmtliche Nullstellen a,b (== a),c,... eines Polynoms f(z) 
und der Pol © auf einem Kreis K, enthdlt ferner der Bogen (¢, 6) von K im 
Innern den Punkt a, aber keine andere Nullstelle von f(z), und ist (aboC’) = —1, 
so enthdlt der Teilbogen (a,’) von (6,6) — unabhdngig vom Grad des Poly- 
noms f(z) — stets eine Nullstelle des Polarpolynoms Pf (2). 

Der Punkt ¢ lat sich auf folgende Weise® konstruieren: Ist 7 der 
Schnittpunkt der Verbindungsgeraden der Punkte a und 6 mit der Tangente 
des Kreises K im Punkt ¢, so ist ¢’ der Beriihrungspunkt auf der von 7 | 
ausgehenden anderen Tangente des Kreises K. Durch entsprechende Wieder- 
holungen dieser bekannten Konstruktion harmonischer Punkte auf einem Kreis 
lassen sich die Punkte a’, 6’, a’, 6” des Satzes II konstruieren. 


3. Im Falle p—1 und s—n erhalt man bei der angenommenen Aufein- 
andertolge der Punkte a und ¢ auf K fiir die auf dem Kreisbogen (a,, a). 


4 E. Cesdro, Solution d’une question de M. Laguerre, Nouvelles Annales de Math., 
(3) 4 (1883), S. 328—330. 

5 Gy. (J.) Sz.-Naay, Uber algebraische Gleichungen mit lauter reellen Wurzeln, Jahres- 
bericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung, 18 (1918), S. 37 48. 

® E. CesAro—G. Kowatewski, Elementares Lehrbuch der algebraischen Analysis und 
Infinitesimalrechnung (1904), S. 336. 
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liegende Nullstelle z,(=-2z,) des Polarpolynoms P:f(z) aus der Gleichung (6) 
- die Ungleichung 


— (62, 424n)=n—1 oder —(a,a,2,¢) =n—1, 
weil dann 
(S2ia,0,)<0 und (02,0,0,) = (62:00) =---= (C2,;Qn0,) = 1 
sind. Ebenso erhalt man im Falle p—n—1 und s=1 fiir die auf dem Bogen 
(a, 1,4») liegende Nullstelle z,; des Polarpolynoms P-f(z) die Ungleichung 


(10) —(@,Ay,Zn-15) =n—l. 


Damit wird ein anderer von mir gegebener Satz’ verallgemeinert. 

IV. Liegen die Nullstellen a,b (+a),c,... eines Polynoms f(z) n-ten 
Grades und der Pol © auf einem Kreis kK, enthdlt der Bogen (a,b) jede 
_ Nullstelle von f(z), den Pol © aber nicht und sind (baa*t)——(n—1), 
_ (abb"S) — —(n—1), so enthalten beide Teilbogen (a.a*) und (6, b*) des Kreis- 

bogens (a, b) mindestens je eine Nullstelle des Polarpolynoms P:f(z). 


4. Ein Punkt z(z=-a,z=-6) eines Kreisbogens (a, 6) la{t sich durch 
das Bogenverhaltnis 


_ angeben, wo (az)jbzw. (bz) die Lange des Teilbogens (a, z) bzw. (6, z) von 
(a, 6) bezeichnet. Das Bogenverhdltnis ist also eine positive reelle Zahl. Es 
gilt der folgende Hilfssatz : 

Bezeichnet BV(abz) bzw. (abz) das Bogenverhdltnis bzw. das Teilungs- 
verhdltnis eines Punktesz von einem Kreisbogen (a, b), der nicht groper ist, 
als ein Halbkreis, so ist entweder 1 <|\(abz)|< BV(abz), oder 1 >\abz)|> 
> BV(abz), oder 1 = |(abz)|= BV (abz). 

Dies folgt unmittelbar aus der bekannten Eigenschaft der Funktion 

sin x 
pared 


daf sie im Intervall (0,7) monoton abnimmt. Bezeichnen namlich 2x, und 
2x, die Zentriwinkel der Bogen (a, z) und (6, Z), so ist 
sin x; 
sine x, 


BV (abz)— 2+ und | (ab2z)\— 


Liegen also die Punkte a, 6, z auf einem Halbkreis und ist \(abz)| = 1 bzw. 
© \(abz)| = 1, so ist 
BV (abz) =|(abz)| bzw. BV(abz)= \(ab2)|. 


7 Vgl. den Satz [ in der FuBnote ® zitierten Arbeit. 
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Aus der Ungleichung (10) erhalt man im Falle |(a,a,¢)| = 1 die Ungleichung 
BV (Q\Qn2n-1) = N—1. 
Diese Ungleichung la8t sich auf folgende Weise ausdriicken : 

V. Die Nullstellen a, b(+-a),c,... eines Polynoms f(z) n-ten Grades und 
der Pol © liegen auf einem Kreis K, der Bogen (a,b) von K sei nicht groper 
als ein Halbkreis und er enthalte den Pol © nicht. Wir teilen diesen Bogen 
(a, b) in n gleiche Teilbogen. Enthdlt der Bogen (a,b) jede Nullstelle des 
Polynoms f(z) und liegt © nicht ndher zu a als zu 6, so enthdlt sein Teilbogen 
mit dem Endpunkt b mindestens eine Nullstelle des Polarpolynoms P:f(2). 

Hat ¢ von a und 6 gleiche Entfernungen, so gilt die Behauptung des 
Satzes fiir die beiden auersten Teilbogen von (a, bd). 

5. Der Satz I lait sich auf folgende Weise erganzen: 

VI. Werden die Nullstellen des Polynoms 


f(@)=(e—a,) (2—a,)---(2—a,) 
auf einem Kreis K von den Nullstellen b,, 6,,...,6, des Polynoms h(z) n-ten 
Grades getrennt, so ist das Polynom 


h(z) 
ana (1 s=h=n) 
zu einem (anisobaren) Polarpolynom von f(z) in Bezug auf den Pol >= b; 
proportional. 
Es geniigt offenbar diesen Satz fiir den Fall zu beweisen, in dem K der 
Einheitskreis |z|==1 und der Pol ¢—6,—1 ist. 
Die Transformation 
Xx+i 
x—i 
fiihrt die reelle Achse in den Einheitskreis und ihren unendlichfernen Punkt 
in den Punkt z—1 iiber. Dadurch wird das Polynom f(z) bzw. A(z) in ein 
Polynom F(x) n-ten Grades bzw. in ein Polynom H(x) (n—1)-ten Grades 
iiberfiihrt. Beide Polynome haben lauter reelle Nullstellen und die Nullstellen 
von F(x) werden auf der reellen Achse von den Nullstellen des Polynoms 
H(x) getrennt. 
Auf Grund der Eigenschaften der Polynompaare mit auf der reellen 


Achse sich trennenden Nullstellen® gibt es eine Darstellung von der Form | 


HX) ny Al ae yi % 
F(x) = coat eons ; Cau 0, A; > 0, Oe aes (k= I 2, eee 


8 Vgl. Gy. Sz.-Naay, Totalreelle Funktionen, Acta Scient. Math. Szeged, 12 A (1950), 
S. 1—10. Die in der FuBnote 1 dieser Arbeit angefiihrte Literatur iiber Polynompaare mit 
auf der reellen Achse sich trennenden Nullstellen ist mit der folgenden Arbeit von P. 


Monte zu ergdnzen: Sur les fonctions méromorphes limites de fonctions rationelles a 


termes entrelacées, Ann. Ec. Norm. (3), 50 (1933), S. 172—196. 
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Die inverse Transformation fiihrt die Funktionen F(x), H(x), x—«a, bzw. 


_ _in die Funktionen f(z), (2), 


fois US See eee zZ—ai, (z—1)i 1—a, 
| era, =1 See aig ee ro oe, 
tiber. Daraus folgt, daf 
h(z) _—Ci, a 1—a, 

0 ae =1 yA =c(2—1) A. 2 
und 
PIE) of(@) > Av + =eg(e) 


_ sind. Damit ist der a _ bewiesen, weil wes ein Polarpolynom von f(z) in 
_ Bezug auf den Pol ¢= 1 ist. 


(Eingegangen am 27. April 1950.) 
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O MHOPOUWIEHAX C KOPHAMM HA OKPYXKHOCTU 
Jl. C.-HAJb (Cereg) 


(Pest me) 


= 


fay 
z— Od, 


P:f()=nf+¢—AF@=fO pS 


nt | 


eCTh H300apHbIM MOAAPHbIM = MHOrO“TeH C MOTKCOM PaBHbIM 
= (z—a)) (Z—a>) ... (Z—a,) a 


mHorouseHa f(z) = 


a 


(2) te) > pc Pe > 0. (k= 1,2) 


at z— ay 


eCTb ero aHusOOapHbIt NOAApHEIM MHOrOuTeH. Ecan KopHn f(z) u mOmwoc ¢ 1eKaT Ha KaKOl- 


HHOy—b OKpyxHOCTH K, TO KOPHH NOAAPHbIX MHOrOUNeHOB f(Z) OOOMX THNOB TawKEe TOKAT — 


Ha 3TOM OKpyxKHOCTH uM BMecTe Cc ¢ pasqensioT KOPHH MHOrOWwteHa. Ecam momoc ¢ ABHKeETCA 
NO OKpyxXHOCTH B KaKOM-1N60 HampapaeHnn K, TO ntOOOH KOPeHb NOAApHOrO MHOrOUeHa, 
OTIMYHBIM OT MHOPOKpaTHBIX KOpHeH MHOrOUneHa /(Z) ABMKETCA B MpPOTHBOMONO+KHOM 
HallpaBjeHun. : 

Hacrosujaa padota o60bmlaer Teopemy JIareppa 0 KOPHAX NpONsBOAHOM MHOrOUTeHa, 
OONapawulerO AMLWb ACHCTBUTENbHBIMM KOPHAMH, H HEKOTOPbIe OTHOCALIMECH Cosa pesylb- 
TaTbI aBTOpa AA us0OapHOrO NOMApHOrTO MHOrOUeHa, eCan KOpHH f(Z) HM NOnKOC € TeEKAT 
Ha OKpyoKHocTH K. 

Cnejcrsuem Oonee OOMIMX TeEOpeM ABAAeTCA CHeAyroulaA TeOpemMa: 


7 
é 


; 


ow 


Ilyctb KOpHu MHOrOUeHa f(Z) CTeneHH nN ecTb a, b(= a), Cc, ... M 9TH KOPHH, a TaKKe | 


nexar Ha K. [lyra (a,b) Menbuiad nOmyOKpyxHOCTH, He cofepsxKuT ¢. PasOupaem eé Ha nr 
papubix yacrew. Ecan (ne nexkut k a OnmKe 4eM K Ou pyra (a, 6) ComepxKuT Bce KOpHH f(z), 
TO NocnesHUM CyOMHTepBa, OKAHYMBAIOWINCA B TOUKe b, COMePKUT NO Kpalineit Mepe OAHH 
KOpeHb MHOrOWIeHa Pe f(z). 


_ STUDY OF A STOCHASTIC PROCESS ARISING IN THE THEORY 
OF THE ELECTRON MULTIPLIER 


By 
L. JANOSSY (Budapest), member of the Academy 


§ 1. The fluctuation of the electron cascade in an electron multiplier 
- is a typical stochastic problem, it was dealt with by P. FARAGO and L. TAKACS 
[1] and independently by FriscH [2]. The problem can be formulated as 

follows. An electron falling on one of the plates of a multiplier will give rise 
_ to a number of secondary electrons, the probability of giving rise to & electrons 
_ being p(k). Each electron falls on the next plate and each gives rise to new 
secondaries independently of the others. The question arises as to the proba- 
bility p(N,¥v), that » electrons arise out of a multiplier containing N plates. 
The distribution p(N,v) can be determined by a recursion. We have 


(1) DIN, »)= = p(N—1, k)p(2,)p(») ..-Pp Or). 
ate. 


Indeed, each term in the above sum represents the probability that in the 
N—1-st stage there are k electrons, these electrons giving rise respectively 
to v,, %,..., % electrons. The sum of all these probabilities is the total 
‘probability of finding » particles in the Nth stage. 
To make the recursion (1) complete, we have to postulate as an initial 
condition that the first plate receives exactly one electron. This can be 
expressed formally as 
\0 if »==1, 
2) POM) et itty aa" 


§ 2. Equations (1) and (2) completely define the probabilities p(N, ), 
provided p(v) is given. Without specialising p(v) we shall only assume that 
0 < p(0) < 1 and that both > vp(r) and >)r?p(v) exist. The direct evaluation 
of p(N, v) from (1) and (2) is, however, too cumbersome to be of practical 
‘use. The calculation can be greatly simplified by introducing generating func- 
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tions. We thus put 


| >. u’p(N, ¥) =Gy()  (N=OAp 2) 


(3) ie 
| > u’p(v) = Gu). 
From equations (2) and (3) we have 
(4) Gilt) i 
introducing (3) into (1) we find the well-known recursion 
(5) Gy(u) ra G(Gy_,(u)). 
In particular for N—1 with help of (4) 
(6) G,(u) = G(u). 


From equation (5) we obtain expressions for the semi-invariants. We have 
for the average number of electrons 


Py= [2 In Gy (u) I SP Px» 


where (2 In Gq) | is the average number of secondary electrons. Thus 


with help of (6) we have 


(7) Py=p”. 
Similarly we get recursions for the higher moments. A simple calculation 
(see e. g. P. FARAGO and L. TakAcs [1]) gives for the dispersion 


rie Rae 

(8) nap Ba 
with 

a In Gy (u) ec g=4,. 


Similar expressions are obtained for higher moments. In the following we 
describe a practical method for determining p(N, v) numerically, and give 
also a numerical example. 


a 


§ 3. The generating function Gy(u) can be obtained by iterating G(u) 
with help of (4) and (5). From expression (3) we have 


Co) "Gy(u) 


ou” J part 


pin, — 4 


for not too large values of », p(N,¥) can be thus evaluated. However, for 
p>> 1 the probabilities for » >> 1 are mainly of interest and direct diffe- 
rentiation becomes too cumbersome to be useful. For large values of » it is 
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useful to replace (8) by a complex integral, namely 


1 Gy (u 
(9) D(N, v) = ani Od 


t=) 


the integration to be taken in the complex plane around wu —O. So as to 


_ evaluate the above integral numerically, we investigate the behaviour of G, (uw) 


in the complex u-plane in some detail. 


§ 4. We investigate the limiting functions 
(10) lim G,(u)=g(u). 
N= 


For this purpose we have to find the roots uw, satisfying the equation 


=(11) CU)==i1) ==. 
For each root wu, we find from (5) and (11) that 


Gy (u;,) = Gy, (ux), 


-and therefore 


8 (Un) = Un. 


_ By virtue of G being a generating function, we have 


G(1)=1 


and thus u,—1 is a root of (11) and 


ol) ==1, 


_ Further, if 


é 
Ls a) Cpu: é 


— 


- then G(u) <u in a certain interval O0<b=u=c< 1. (See Fig. 1.) 


Further G(O) = p (0) > 0; therefore there is another interval O =u =a<b 
in which G(u)>u. As G'(u)>0, for O0< G(u) =1 the function increases 


monotonically in the interval O to 1 and there must be a root u, 


G(u,) =u, with O<a=u,<06<1, 


S there can be no other root in the interval O to 1. 


Considering a u-value u,<u <1, we have 
n> Gu) > ug 


Applying the function G to the above equation N—1 times in succession we 
have 


Gy_1(u) > Gy (u) > tp. 


Thus the sequence G,(u), G,(u),... is monotone and bounded and has 
therefore a limit. The limit must be w, itself. A similar proof holds for the 


os Fa, Be a al 


interval O=u<u,. We conclude therefore that 


(a, for 0OSa<1, 
iC [omni 
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We extend this result to complex w-values with |u|<1. As the coeffi- 
cients p(N,”) of the expansion of G,(u) are non-negative, we have 
| Gy (u)— Gy(0)| = |Gy(\4])—GxO)|, 
provided |w|<1. The right hand expression converges towards zero. for 


N— o, therefore 
lim Gy(uv)= lim G,(O) = ud. 
N= oe N CO 


Thus we have 

g(u) =u, for |u| <1, 
(12) one z 

| o(n)==1 for #=1. 


Eig! 


From equation (12) incidentally follows the interesting result that the 
equation 
G(i)==u : 
has only one root in |u| <1, and this one is real and positive, where we 
have to assume of G(w) only that the coefficients of the expansion of G(u) are 
non-negative, G(O) > 0, G(1) = 1 and the radius of convergence of the expansion 
of G(u) around the origin at least equals one. 


Indeed, if there existed a root U,, 


gal, Ub, Us 1; 
then the iteration at this point would give 
2 (us) == Us, 


in contradiction to (12). 
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This incidental result can also be proved directly by purely algebraic 
means as was pointed out by A. RENYI. 
§ 5. We proceed now to discuss and to evaluate the integral (9). As 
G(u) is regular for |u| = 1, the integration can be carried out along a circle 
with radius 0= 1. We have thus 
rer | | 
(13) D(N, ») = Dao” | exp(—irvg + In Gy(oe'’)) dg. 
In the limiting case N— o we have thus with help of (12) 
Uy fon 2 == 0) 


(14) m(v) — lim p(N, vy) = 


Thus all the probabilities, except for no electron to emerge, vanish in the 
limiting case. This result is easily understandable. The electron avalanche 
“may be brought to a stop at any stage, and once brought to a stop, it cannot 

start again. Therefore there is a non-vanishing probability for this to happen, 
however large the number of stages. If on the other hand the avalanche deve- 
lops, then the resulting numbers of particles are scattered over a wide interval 
and any particular number of electrons has an increasingly small probability 
for being realised. 

; The p(N,¥v) values for finite but large N can be evaluated by the 
saddle point method. For moderately large values of N one finds that 
: Gy (u) X uy, except in the immediate neighbourhood of w= 1. Therefore choosing 
-o~1 the main part of the integral (13) arises from the part near the real 
_ axis. We may choose ¢ such that for g—1 the integrand has a maximum, 

‘and then we may approximate the integrand by a Gauss function. We find 

thus that 0 must be chosen so as to satisfy the following condition 


for O< v< ow, 


(15) ) v= ez, In Gx(0); 

: for the approximate value of the integral we find 

¢ Gy(@) 

(16) D(N, ») = j pare Ss 
* ort / 2al (nF) # 


Equations (15) and (16) give a parameter representation of p(N, ) with 


Eo as independent parameter. 
For 01 we find in this way with help of (15) 


Y= fy 
and with help of (8) 


| 1 
PIN, P= Von (gut Pw) | 


ee 
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From equation (15) we see that y= py for 9 =1; thus the saddles inside 
the unit circle define the distribution p(N,v) up to the average value. For 
vy > py we get a saddle only then if G,(o) converges for certain values @ > 1. 
If the radius of convergence of G(o) and thus of Gy(@) is equal to R, then 
the largest » value for which a saddle can be found is 


c 
¥max = PU 0-56 In Gy(@). 


vee may be infinite, then saddles can be found for any value of ». 
Whether the saddle point integration is justified outside the circle e—1 even 
if G(e) converges has to be investigated separately in each individual case. 


§ 6. We see from (15) and (16) that the p(N,¥)’s can be calculated if 
G,(u) and its first and second derivatives are known. These can all be calculated 
successively putting N= 1, 2,.... The calculation of G, and its derivatives 
can, however, be much simplified as follows. Starting with an uw-value very 
near to u==1 we can obtain by successive application of the function G the 
following set of values. Put w—1—h; we have successively 


\ G,(1—h) = 1—hf, 
G.(i 1) = G0 ee 
Oe Gi) =C0- hate 


The Gy(1—hA) values remain close to unity for a number of steps, but 
suddenly they run away and finally they converge towards u.. From the defi- 
nition of Gy(u) we have 


Gyyx(u) — Gy(G;(u)). 


Thus once the expressions (17) are tabulated numerically we can read off 
from this table G,(w) in the following parametric representation: 


(18) Gy (u) = Gyyx(1—A), u = G,(1—A). 


The latter representation can be much improved by extending the definition 
of G,.(1—h) to non-integer values of k. This can be done particularly easily, 
if G(u) can be expanded in a power series around u—1, i.e. if the radius 
of convergence of G(u) is larger than unity. In this case we have 


G(1—A) = 1—ph +4 Qrh—+ 


Carrying out the iteration n times, we find as the result of a simple calculation 


Gi(1af\ eee ee Cae eee 

)=1—p ; Q FS + 
the latter series can now be taken as the definition of G,(1—h) for non- 
integer n in the interval 0 = n < 1; for larger suffixes we may put G,,,,(1—A) = 
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TABLE | 
h = 2,35785.10 
n Ge pe, oot) G,(1-+-h) Ma, 
on on 
5,0 0,9993 0,0012 1,0007 0,0012 
52 0,9990 0,0016 1,0010 0,0016 
54 0,9986 0,0023 1,0014 0,0023 
5.6 0,9981 0,0031 1,0019 0,0031 
5.8 0,9973 0,0043 1.0027 0,0043 
6,0 0,9963 0,0059 1,0037 0,0060 
62 0,9949 0,0081 1,0051 0,0082 
64 0.9930 0,0112 1,0070 00114 
66 0,9904 0,0154 1,0097 0,0157 
68 0,9868 0,0211 10135 0.0219 
7,0 0,9818 0,0290 1,0186 0,0303 
72 0.9750 0,0396 1/0258 0,0422 
7A 09657 0,0540 1.0358 0,0589 
76 0,9531 0,0733 1,0499 0,0826 
78 0,9359 0,0989 1,0696 0,1168 
8,0 0,9130 0,1323 1,0976 0,1663 
8,2 0,8824 0,1749 1,1378 0,2398 
84 0,8424 0.2276 1,1963 0,3517 
86 0,7908 02900 1.2831 0,5285 
88 0,7259 0,3591 1.4173 0,8227 
9,0 0,6472 0,4281 1,6294 1,3410 
92 0,5555 0,4856 1.9917 2.3361 
04 0,4547 0.5170 2.6681 4.4319 
96 03513 0,5086 4.1195 8.9592 
98 0.2540 0,4555 8.0150 
10,0 0,1713 0,3666 23,2646 
10,2 0,1083 0,2634 142'3725 
10,4 0,0654 0,1697 4190,2500 
10,6 0,0390 0,0996 
10,8 0,0240 0,0547 
11,0 0,0159 0,0290 
it2 0,0116 0,0152 
11,4 0,0093 0,0079 
11.6 0,0082 0,0040 
11,8 0,0076 0,0021 
12,0 0,0073 0,0011 
122 0,0071 0,0006 
12/4 0,0071 0,0003 
126 0,0070 0,0001 
12'8 0,0070 
13,0 0,0070 


The above functions can for n <5 be obtained by the following approximate for- 
-mulae with at least four figure accuracy : 
G,(1+h) ~ 1+2,35785:107".5” 


vee 


(th) ~ 3,79481.1077.5" 
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TABLE II 
2 A a —10102 7 = 
Ff Gyo (u) 0 Gyo (i) aes 0 Grol), 5-2 Gio (v) Gro(v) 5 10 Grol) 5 20 
ou Ou" av a= 
5 Pek io fhe 
5,0 0,9993 1,0007 
ay 0,9990 0,9992 1,0010 
5,4 0,9986 0,9996 1,0014 
5,6 0,9981 0.9980 1,0019 1,0010 
5,8 0,9973 0,9966 | 1,0027 1,0030 
6,0 0,9963 0,997 1 1,0037 1,0042 
6,2 0,9949 0,9936 1,0051 1,0056 
6,4 0,9930 0,9914 1,0070 1,0079 
6,6 0,9904 0,9876 1,0097 1,0109 
6,8 0,9868 0,9837 | 1,0135 1,0167 
7,0 0,9818 0,9770 1,0186 1,0229 
2 0,9750 0,9688 | 1,0258 1,0316 
7,4 0,9657 0,9571 =| 0,5491 1,0358 1,0438 
7,6 0,9531 0,9415 — | 0,5340 1,0499 1,0610 
7,8 0,9359 0,9205 0,5195 1,0696 1,0870 
8,0 0,9130 0,8924 0,5031 1,0976 1,1219 0,6455. 
8,2 0,8824 0,8551 0,4785 1,1378 151725 0,6811 
8,4 0,8424 0,8067 0,4469 1,1963 1,2465 0,7270 
8,6 0,7908 0,7449 0,4062 1,2831 1,3573 0,8101 
8,8 0,7259 0,6685 0,3596 1,4173 1,5315 0,9209 
9,0 0,6472 0,5776 0,3031 ~ 1,6294 1,8093 1,0975. 
9,2 0:5555 0,4749 0,2406 1,9917 2,2844 1,4230. 
9,4 0,4547 0,3664 0,1769 2,6681 3,1411 
9,6 0,3513 0,2613 0,1182 4,1195 4,6022 
9,8 0,2540 0, 1696 0,0704 8,0150 
10,0 0,1713 0,0989 0,0366 23,2646 
10,2 0,1083 0,0515 0,0165 142.3725 
10,4 0,0654 0,0241 0,0064 4190,2500 
10,6 0,0390 0,0102 0,0022 
10,8 0,0240 0,0041 0,0007 
11,0 0,0159 0,0016 
ihe 0,0116 0,0010 
11,4 0,0093 0,0002 
11,6 0,0082 0,0001 
11,8 0,0076 
12,0 0,0073 
12,2 0),0071 
12,4 0,007 1 
12,6 0,0070 
12,8 


For fh see Table I. 


pte hii le ts 
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~=Gi(Gr(1—A)) and thus we define G,(1—A) for arbitrary non-negative 
values of n. 

Regarding now k as a continuous parameter, we may differentiate (18) 
with respect to k and obtain thus 


OGy(u) du AGnix(i—h) du A Ge(1—A) 


au dk ak > dk ok 
Thus 
Sei 0G, (1A). dG,(1=h) 
Similarly 
PGy(u)  \ d{ @Gy,,(u) \, A@G.(u) | 
(20) eo ee i 


The equations (19) and (20) can be used with great advantage for actual 
numerical computation. We have to tabulate for this purpose G,(1—A) for 
sufficiently small steps of n and evaluate numerically the derivatives into n. 


40 


G(u) 


| 
12 Acta Mathematica 
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Dividing suitable pairs of derivatives we obtain with help of (19) the para- 
e 
. OGy , , 
meter representation of ea , and repeating the procedure we obtain the — 
( 


second derivative. 

Starting a sequence with uw 1 +A, G,(u) and its derivatives for u > 1 
can be tabulated in a similar way. 

The process of defining G,(u) for non-integer n-values is of great — 
practical use; the significance of this procedure will be dealt with in a sub- 
sequent paper. 

§ 7. Asa numerical example, we consider the case of the Poisson distri- 
bution. Thus we assume 


eae 
(21) p(k) aig 
and 
(22) . G(u)— er, 


Putting further p- 5, we find 
u,~ 0,006977. 


Further putting /— p “, we obtained the tables to be found on pp. 171—172. 
With help of (18) we can read off say G,.(w) for various u-values from this — 
table, in this way we obtain Table HI first column. With help of (19) and 
(20) we get G{,(u) and Gi(u) (see also Table Il). From Table | we can also — 
read off G)(u) for various values of N; a family of curves thus obtained is 
shown in Fig. 2. Finally we have evaluated p(10,7”) as shown in Fig. 3. 


We have also plotted the original Poisson distribution in Fig. 3. The two 
distributions are remarkably similar. As a check of the procedure we have 
evaluated by numerical integration >» po), vp(r) and ~—rypr) from | 
the values shown in Fig. 3 the results are shown below. 
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1 


pc joj Jer) 70) 
numerical integration 1,029 | 1,033 | 0,256 
exact 1 | ] 0,25 


_ The values for the moments obtained by numerical integration do not differ 
from the exact values by more than can be explained by the inaccuracy of 
the numerical integration. Thus the error involved by the application of the 
saddle point method cannot be more serious, but it is probably of the same 
order of magnitude. 

The distribution shown in Fig. 3 does not agree with the distribution 
given by DALLos [3] for the pulse size distribution of one electron multiplier. 
This seems to suggest that the distribution found by DALLos cannot be 
_ built up of Poisson distributions. 


§ 8. The use of the saddle point integration for u ~ 1 could be avoided 
by evaluating G,(u) for «—1 along the unit circle and evaluating (13) by 
_numerical integration. This procedure would have to be adopted anyhow, if 
- G(u) did not converge for u > 1. But even if G(u) converges, the numerical 
integration has the disadvantage that the integrand is oscillating along the 
g path of integration. The value of the integral thus depends on the difference 
between the positive and the negative sections. The saddle point method avoids 
this difficulty. — Whether the saddle point integration is justified for u > 1 
depends on whether a return path completing the integration across the saddle 
can be found so that the integral along this path is negligibly small. This 
seems to be so for the example considered above and therefore it seems that 
we were justified in our procedure. However, the function Gy (uw) for complex 
-u is exceedingly complicated and therefore we postpone its detailed discus- 
sion to a later occasion. 

I am indebted to my wife LEONIE for having carried out the numerical 
_ computations in the above article. 


, 
, 
4 


(Received 16 July 1951) 
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UCCJIEJOBAHUE CTOXACTUYECKUX MPOWECCOB B TEOPUM 
IIIEKTPOHMYJITUITIEPA 


JI. AHOLUM (Byjaneur) 


(Pe3W Me) 


PacnpocrpaHeuue aBHHbI dCKTPOHOB, BOSHHKAIOWeN B BICKTPOHMYATHTMepe, ABAA-— 
e€TCH THNHYHBIM CTOXaCTHYeCKHM mpoueccom. HacTosulad CTaTbA 3aHHMaeTCA U3sy4eHHeM 
Takux mpoueccos. /laérca MeTO “uCMeHHOrO ONpepeneHusA (tbykKYMH pacnpefeneHuaA TaBHHbI- 
B xayecrse nmpHMepa 4nceHHO BbIUNCIAeTCA Cayyan, COCTOALIMM M3 eCATH Warop. 


ON THE GENERALIZATION OF LAPLACE TRANSFORM 
IN PROBABILITY THEORY 


By . 
L. JANOSSY (Budapest), member of the Academy 


§ 1. The Laplace transformation is used with great advantage in some 
probability problems. In the following we show that the well known methods 
involving this transformation represent a special case of a more general method. 

The Laplace transformation is used for the determination of the distribu- 
tion resulting from the superposition of independent probability distributions. 
Consider k distributions defined by densities a,(x), a,(x),..., a(x). We shall 
suppose a(x)—0 for x <0, although this assumption could easily be dispensed 
with. We determine the distribution A,(x) which gives the probability that 
simultaneously the & single distributions give such x-values x,, x,,..., x, that 


(1) X=xX%+%e%+---4+4< X+dX. 
The distribution A,(x) is thus given by 
yee AX) dX = [eal G(X) Go(Xp) +++ Ay (Xe) UX, «++ AX. 


Xa, +44 seta, X+d xX 


The Laplace transform of the above integral is easily evaluated. One finds 


(3) La, (A): ; L(A) Li,(4) Na La, (A) 

with 

(4) La (A= | e**An(x)dx, Li(A)—| e **a:(x) dx 

0 0 

(i= 1, 2,...,k). The above relation becomes particularly simple if we put 
" a,(x) = a, (x) =--- =a; (x). In this case writing La,(4) = L,(4) and La, (4) = L(A), 
we have simply 

(5) Li (4) = (L(A) J 

From (5) we get for the first and second semi-invariants: 


a o° | | 
ae = pees CA — 
& He Li(4) ie se Es LI Lif ) A= kB 
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where 
L 


A——Li(0)—| xa,(x)dx, B=Li(0)=| («—A)Pa(a)dx. 


a 10] 


ya 


Thus the average value and the scatter of the k-fold distribution is exactly k 
times that of the single distribution. The reverse transform of (3) can be 


written 120 
1 Agtta , . 
(6) Ail) = 5 | e@(L.@)*a2. 
For sufficiently large values of k the asymptotic form of (6) is 
| 
A (x) ~ e-@ kKAP2kB 
; \2xkB 


provided |.x—kA) is not too large. Thus with help of the Laplace transform — 
A; can be determined both for moderate values of k and in the asymptotic 
Cases Ol (ol: 

Equations (5) and (6) admit a generalization. A,(x) is the resulting distri- 
bution arising from the superposition of exactly k events. Often, however, the 
number of events itself is subject to a distribution. Supposing p,, k= 0, 1, 2,..., - 
to be the probability for exactly k events to take place. Then the final distri- 
bution becomes a superposition of the A;,’s, namely 


A(x) = >) pr Ax(x). 
The transform L(A) of A(x) can thus be written 
(7) L(4)—=f(L,(2)) when f(u) = pyu'; 
thus f(w) is the generator function of the p,-distribution, and the generalized 
inverse is written as 


| efi) aa. 


Ay-ta@ 


] 
8 A(x : 
(8) ==> 
An important special case is that where the numbers of events show a Pois- 
son distribution, i. e. 


hi 
yer and f(u)=—eP-), 
Thus 
L(A) eh 9 
and the semi-invariants, expressing average value and scatter of the chain can 
be written as 


0 ie 
ban), pA, (Salmo), ptB+ ary 


The inverse transform itself can be written as 
Agtiw 
| 1 0 +. ; 
(9) AX) gap J etetetat-naa, 


Ay-i@ 


GENERALIZATION OF LAPLACE TRANSFORM 179 


The latter distribution is again asymptotically normal for p—> ~. One finds in 
the usual way 

el p AjP/2 (B+ A2) p 

(10) A,,(x) ~ = : 
/22(B +- A*) p 

Thus the scatter is larger than the scatter of one term multiplied by the average 
number of terms. 


§ 2. The latter considerations can be further generalized as follows. Con- 
sider a stationary Markoff chain of & terms. a(x, y) should be the probability 
density that in the course of one event a change x->y takes place. The pro- 


bability of a change X— Y in k steps can thus be written 


(11) Mat A, ¥ ) == | ee lax eat Cahn Xe te) ) ta Oy 2 ol Xyey. 
In the special case when 
(12) a(x, y) = a(x—y) 
; (11) reduces to (2) (a, —a,—.--.: =a). In the latter case the integral can be 


evaluated by the Laplace transform. 

On the other hand, if a(x, y) is not of the special type (12), then the 
Laplace transform of (11) is of no advantage. (11) can, however, be simpli- 
fied as follows. Consider a(x, y) as the kernel of an integral equation of the 
second kind 


3 (13) go V)—S | G(X) Ca) 


or of the conjugate equation 


(14) walx)—S | poy) a(x, ydy—0. 


The eigenfunctions of (13) or (14) are suitable to be used for a “gene- 
ralized Laplace transformation”. Indeed let us write 


(15) | p(X)AWCX, VAX (5, Y) 
mt 
(16) | a(¥) A(X, Yd Y— B(s, X), 


“then we find with help of (11), (13) and (14) 


(17) @,(s, Y)=s*gs(Y), %(s,X)=s "w,(X). 
_ Equation (17) is reminiscent of (5). The analogy becomes even more striking 


if we make use of the orthogonality relation between the g’s and w’s, namely 


(18) | go u(x) dx = 0, if st, 
and if we assume, at least for the moment, that the following normalization 
may be imposed 


(19) | ps) wala) dx — 1. 


—~—- + 


a9 Uy oh Did 
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We have from (17), (18) and (19) 
(20) @,(s)—=s* with (s)— | | p(X) W.(Y) A(X, YadXdY. 


Thus the transformed distribution of the chain of k terms appears in a simple 
form (1/s in the general case corresponds to L,(4) in the special case). 

If we were to deal with chains of a fluctuating number of terms, p; being 
again the probability of a chain having exactly k terms, then we have with 
help of (18) instead of (17) or of (20) 


(21) DSey y=ap Vo} | =|) B(s, X)= wal X) {| 
and 
(22) ws) —1{5}. 


(Again we have to replace fle by f(L,(4)) to arrive at the special case of 


the Laplace transformation.) So as to complete the analogy we have to find 
the reverse transform of the generalized transformation. We write down (21) 


explicitly (assuming f(s) =- 0) 
(23) g.(Y)— =e -g,(X) A(X, Y) dX —0, 


fli) 


Wee | OAC Y)d¥—0. 
tkedh 


Comparing (23) with (15) and (16), we see that A(X, Y) is a kernel which 
possesses the same eigenfunctions as a(x, y) but the eigenvalues s have to be 


replaced by uf{ | 


Now a wide class of kernels can be developed from their complete set 
of eigenfunctions as follows: 


or 


(24) a(x; yes Dy SEG), 

The sum has to be extended over all eigenvalues s; in case of a partly or 

wholly continuous spectrum it has to be replaced by a suitable integration. 
Postulating (24), we see immediately that 


(25) A(X, Y= Dy. (X) e(¥) F[—], 


provided (25) converges. Indeed, introducing (25) into (23) we get identities, 
but (25) can also be constructed introducing (24) into (11) and making use 
of the orthogonality relations. 
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In particular for a chain of exactly k terms we have 
(26) Ane 9) — 2 eB) 
So as to give (26) the form of an inverse transform we introduce (17) into 
(26) and find 


(26a) WAXY) >, gs(Y) HAs, X). 


X can be regarded as a fixed parameter and (26a) shows how to calcu- 
late the function A,(X, Y) from its transform %,(s, X). The generalized inverse 
transforms corresponding to (6), (8) and (9) can thus be written as 


A(X, Y)— Dov) a wX) and A(X, ¥) — > gry st [+] wat, 


and if the number of terms of the chain show a Poisson distribution, we have 


dj 
A(x, ¥)— DS g.crye” yer, 
_ The analogy between the above equations and (6), (8) and (9) has to be under- 
stood in such a way that 
Antica 
eh) 
Ag -t& 


ir <>f(L,(4)) and w,(X) is a weight factor caused by the fact that an 


integration into 4 is now replaced by a sum over s. 

Equation (26) can be used to obtain the asymptotic distribution for k > , 
as can be seen in the following manner. Equation (14) has always one trivial 
solution, namely s—1, w,(y)=1; indeed 
(27) a(x, y)dy=1 
is simply the usual normalization condition for the density a(x, y). Further 
s—=1 is the absolute smallest eigenvalue as can be shown in the following 
-manner! provided the eigenfunctions can be assumed to be bounded. 

Suppose |w.(x)| = M, equal sign standing for x= x,. From (14) we have 

| Ws(x)| =|s| M— |s||%s%)]. 
As the latter has to stand for x —x,, we have |s| = 1. Thus (14) has no eigen- 
value absolutely smaller than s—1. If there exists a smallest eigenvalue, then 
it is necessarily s—1. According to (24) this is also the smallest eigenvalue 
of (13). Equation (25) can thus be written (note that f(1)— 1 for every gene- 
rating function) 


A(x, Y)= glY)+ 2 YX) Po (ye) Ff aE 


1] am indebted to A. Rényr for this oe similar proofs are used in the case of 
discrete Markoff chains. 
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in particular if f(s)—==s". 


: Nr Ws(X) G(Y) 
Ax(X, Y)= p(Y) 4 —| sh 


If the eigenvalue s- 1 is an isolated one, then with increasing k the sum 
vanishes and we have 
(28) A(X, Y)>@(Y) for ko~. 
Thus the asymptotic distribution is the eigenfunction of (13) corresponding to 
the smallest eigenvalue. If, however, s— 1 is not isolated, but is the boundary 
of a continuous band of eigenvalues, then the asymptotic value is not neces- 
sarily given by the eigenfunction ‘,()). 

§ 3. We show now in detail how the Laplace transform arises as a 
special case. 

The Laplace transformation is useful if the kernel has the form given by 
(12), i. e. if the kernel depends only on the difference of the variables. In this 
special case (13) can be witten as 


(29) yy) 8 | ga(x)a(x—y) dx, 


Pn 
+ OO 


(30) w(x) s | w(y)a(x—y) dy. 
The above equations are fulfilled in a formal manner by 


tr 2 


e**a(z) dz. 


(31) Gay) = Chivas Ga eae eae 
If we restrict ourselves to bounded eigenfunctions, then we have to put 4 
purely imaginary. Thus restricting ourselves to a function a(z)—0 for z<0, 
we have 

(32) ps(y) = e'4", W(x) —el4", s— 1/L,(iA). 

1. Introducing (32) into the various expressions we see clearly the con- 
nections which have already been pointed out as suggestive analogies. In detail 
we have L,(0)— 1 and since a(z) = 0, this is the maximum value of L,(i2) 
and also of I/s, thus g,(x)—1 and s-—1 is the smallest eigenvalue. 

2. Introducing (32) into (26a) we obtain (apart from normalization) the 
reverse Laplace transformation. 

3. Equations (24), (25), (26) are identical with the reverse transforms for 
a(x), A(x) and A,(A). 

In the case of the Laplace transformation asymptotic distribution for 
k—+ ~ is not given by 4,(y), since s—1 is not isolated. 

In the case of the Laplace transformation we can combine different proba- 
bility densities a, (x), a.(x), ..., a(x) to a chain. This can be done because the 
corresponding eigenfunctions do not depend on the shape of these functions, 
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the form of the function a(z) itself determines only the eigenvalues. The general 
Markoff chain with transition probabilities a,(x, y), a(x, y), etc. can again be 
treated simply, provided these functions, regarded as kernels, contain exactly 
the same eigenfunctions. This is possible, ife. g. a(x, y) and A,(x, y) possess 
the same set of eigenfunctions. 

The restriction that the functions a(x, y) (k— 1, 2,3), should have the 
same eigenfunctions is, however, in general a very severe one. 

§ 4. The Mellin transform is obtained if we were to postulate 

a(x; y) =a(y/x). 

The case of the Mellin transform is, however, not essentially different from 
that of the Laplace transform and no special discussion is necessary. 

A simple example is the case where a(x, y) is a polynomial. Suppose e. g. 

a(x, y) ) teu y oO ett. Ae 1 
{9 otherwise. 


The normalization condition gives 


YG _}! 
onl | t Oeesifeere = (), 
There are 7 pairs of eigenfunctions 


i 


e a VV + . > o 
sy) = 2 Ps yy", W(X) 2, Ws aXe , Ss = Sy , So, Cuuice} Sn . 
v= i 


n 


The s; are the solutions of a secular equation which is obtained by inserting 
(32) into (13) and (14). 

4 A numerical example is the following 

a(x, y) =1+x—2xy. 

The eigenfunctions and eigenvalues are as follows 


s | ys(v) |) w(x) | 8 | gs(y) Wy) dy 
] | 5—3y 1 T 
+6 | 2y—1 | 7x—3 | 7 
The above example shows all the properties discussed further above: 
(1) The absolute smallest eigenvalue is s—1 corresponding to Y4(x). 
(2) a(x, y) can be developed in terms of the eigenfunctions: 


53 Zeal) Cl Mesa): 
14+x—-2xy = — - (2y ne = 


Ue 


‘The asymptotic distribution is given by (5—3y) ‘ Polynomials containing 
‘more terms can be treated similarly. 
(Received 16 July 1951) 
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OBOBUIEHHME MPEOBPASOBAHMSA JIATWIACA B TEOPMU 
BEPOATHOCTEN 


J. AHOLWWM (Bynanewr) 


(Pe3 Me) 


[pu nomouy npeoOpasoBanus Jlanaaca MOKHO O4€Hb MpOCTO pacCMaTpHBaTb HEKOTOPbIe 
croxactuyeckne npoueccri. B HacToauseli CTaTbe AOKasbIBaeTCA, YTO MeETOA NpeodpasoBaHnA 
Jlanaaca MOoKHO C4NTaTb CNeuMaNbHbIM CyYaemM HeKOTOPOrO Gonee OOMerO NpeoOpasoBaHnsA 
cbynkunin. Takoe 6onee o6usee nmpeoOpasopanHe MpHBOAMT K IH M TOra, KOrMa Heb3A 
NpuMeHuTh mpeodpasonanna Jlanmaca. 


UBER GEWISSE RINGKONSTRUKTIONEN DURCH 
SCHIEFES PRODUKT 


Von 
L. REDEL (Szeged), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


In einer vorigen Arbeit [3] habe ich das allgemeine schiefe Produkt 
(oder das Hamiltonsche Produkt) von beliebigen Strukturen %,,..., 3, defi- 
_niert, es dann dort in der Hauptsache nur zur Konstruktion von Gruppen 

verwendet. (Vgl. auch KOCHENDORFFER [2].) Hier werden wir zwei einfache 
Beispiele zur Konstruktion von Ringen betrachten, die iibrigens einander 
sehr 4hneln werden. 


Als Ausgangspunkt nehmen wir die bekannte Ringkonstruktion 
Q) @%+6,A)=—(a+b,e+8), (a4) (6, 8)—(ab, ba+as-+ ap). 


Uber diese wei man folgendes. Sind a@, 6 die Elemente eines Ringes P, sind 
ferner a, 6 ganze Zahlen, so wird durch (1) die Menge der Paare (a, a) zu 
einem Erweiterungsring von P, der ein Einselement besitzt (namlich (1, 0)). 
(Vgl. McCoy [1].) 

Jetzt wollen wir aber aus anderen Voraussetzungen ausgehen, und zwar 
wir nehmen stets an, daB P, R zwei Ringe mit den Elementen @, ~,... bzw. 
a,b, ... sind. Damit dann (1,) einen Sinn hat, nehmen wir noch an, dai R 
ein Linksoperatorenbereich zu P ist. Das bedeutet, dafi ein (eindeutiges) 
_,Operatorprodukt* aa(é€P) erklart ist, tiber die Art dieser Operation soll aber 
nichts vorausgesetzt werden. Mit + bezeichnen wir die Menge der Paare 
(a, a). In dieser definieren wir die Addition und Multiplikation durch (1) und 
bezeichnen die so entstandene (algebraische) Struktur mit +,. 

Ferner betrachten wir auch dieJenige Struktur 3,, die von %, darin 
abweicht, da8 in ihr die beiden Verknitipfungen (statt (1)) durch 


(2) (@,a)+(6,8)=(a+6,a+8), (a, %)(6,8)— (ab, ab +a8+ ap) 


definiert werden (man hat blo& ba durch @6 ersetzt). Damit das aber einen 
Sinn hat, soll jetzt R links- und rechtsseitiger Operatorenbereich von P sein 
mit den beiden Operationen aa, aa(€P). 
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Beide Strukturen ¥,, 3, kénnen wir im Sinne der Arbeit [3] ein schiefes 


Produkt der Ringe R, P nennen. Wir stellen uns die Aufgabe, alle Ringe =,, =, 


zu bestimmen. 
Zur Loésung machen wir die folgende Vorbereitung. Wird die Operation 


ae durch die neue Operation 
(3) (aa) —aa+eo (20 —0) 


ersetzt, wobei @ ein, der Bedingung 2@ — O unterworfenes, konstantes Element — 
von P ist, so bleibt (1), folglich auch >, unverandert. Wenn ferner die Opera-— 


tionen aa@, ca durch die neuen Operationen 
(4) (aa) —aa-+oa, (aa) —aa—o 
ersetzt werden, wobei o ein konstantes Element von P ist, so bleibt (2), 


folglich auch %, unverandert. Diese ,Transformationen“ (3), (4) der Opera- 
tionen nennen wir kurz (zulassige) Verschiebungen. 


Satz 1. Unter den durch (1) definierten schiefen Produkten X, gewinnt 
man die sdmtlichen Ringe so, dap man die Operationen ae den Bedingungen 


(5) a(é+yv)=ap+ay, 
(6) (a+ b)y—ay-+ by, 
(7) apy = (as)y = B(ay), 
(8) aby = a(by) = b(ay) 


unterwirft. (Hierzu kommen noch die verschobenen Operationen (3), die aber 
dasselbe leisten.) 


SATZ 2. Unter den durch (2) definierten schiefen Produkten X, gewinnt 
man die sdmtlichen Ringe so, dap man die Operationen ae, ea den Bedin- 
gungen 


(9) a(p-+-7)=ap+tay, (a@-+- p)c—ac-+ pe, 
(10) (a+ b)y—ay-+ by, a(b-+-c)=—ab-+-ac, 
(11) asy—(ap)y, age a(8e), 

(12) aby =a(by), abe (ab)e, 

(13) (ap)c-—a(Po), 

(14) (ab)y — a(by)- 


unterwirft. (Hierzu kommen noch die verschobenen Operationen (4), die aber 
dasselbe leisten.) 


BEMERKUNGEN. Es ist interessant, dali (5)—(8) eben mit den wohl- 
bekannten Operatorbedingungen fiir die Algebren P mit Einselement iiber R 
zusammentallen. In einer anderen Arbeit [4] werde ich den Begriff der Dop- 
pelalgebren eintiihren (wichtige Ringe gehéren hierzu wie z.B. die Polynom- 
ringe, die vollen Matrizenringe, die Ringe der sogenannten alternierenden 
Zahlen, die Quaternionenringe). (9)—(14) stimmen im wesentlichen mit den 


5 
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Operatorbedingungen der Doppelalgebren  iiberein. Man bedenke, dafi die 
Operatorbedingungen fiir Algebren (und ebenfalls fiir Doppelalgebren) die Sache 
einer willkiirlichen Vereinbarung sind, dagegen erweisen sich in den Siatzen 
1,2 dieselben Operatorbedingungen als notwendig (und hinreichend), damit 
=,, =, Ringe sind. Deshalb erblickt man in den Bedingungen (5)—(14) ein 
erfreuliches Zusammentreffen der Willkiir und Notwendigkeit. Man sieht tibri- 
gens auch, dafi man die Ringeigenschaft von R nicht vorauszusetzen braucht 
(nur die Ausfiihrbarkeit der beiden Verkniipfungen a+ 6,ab in ihm), denn 
offenbar mu R ein Ring sein, damit ¥, oder %, ein Ring ist. 

Wir beweisen nun Satz 7. Wegen (1,) ist 3, ein Modul. Die Bedingung 
der linksseitigen Distributivitat lautet nach (1) offenbar 


(15) (6+ c)e+a(P+y) = ba+ca+apiay. 

Ferner ist dies zugleich auch die Bedingung der rechtsseitigen Distributivitat. 
Zur Unterscheidung von 0, dem Nullelement von P, bezeichne man mit 

0 das Nullelement von R. Fiir y—0, bzw. c—0 folgt aus (15) 


(16) (6+c)a=—ba+ca+a0, 
(17) a(é++)=aeP+ay+0a. 
Die Einsetzung in (15) ergibt 

(18) a0 +0a— 0 


fiir alle a(€R),@(€P). Hiernach sind a0,0@ von a und @ unabhangig und 
somit beide gleich 00. Wird dieses Element mit e(€P) bezeichnet, so gilt 
dann nach (18) 
(19) 20 0e— 2O—=), 
Wird nunmehr die Verschiebung (3) angewendet und die neue Operation (a@)’ 
wieder mit ae bezeichnet, so gehen (16), (17) eben in (5), (6) iiber, aus 
denen umgekehrt (15) folgt. Hiernach sind (5), (6) die Bedingungen der Dis- 
tributivitat von %,. Diese diirfen wir im folgenden schon voraussetzen, und 
dann haben wir nur noch zu zeigen, dai (7), (8) die Bedingung der Asso- 
-ziativitét fiir die Multiplikation (1,) in +, ist. 

Da nach (1,) die Zerlegung 
(20) (a, a) = (a, 0)+ (0, a) 
gilt, so gentigt es wegen der Distributivitat, dafi man die Bedingungen der 
Assoziativitat der Multiplikation fiir die Elemente von der Form (a, 0), (0, @) 
aufstellt. Es kommen die 8 Dreierprodukte 


(21) (a, 0) (8, 0) (¢, 0), (0, «) (0, 2) (0, 7), 
(22) (a0) (6, 0) 0, 7), (0, «) (0, 9) (¢, 9), 
(23) (a, 0) (0, 9), (¢, 0), (0, 2) (6, 0) (0, 7), 
(24) (0, «) (6, 0) (¢, 0), (a, 0) (0, 7) (0, y) 


| 
i 
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in Betracht. Die Produkte (21) sind wegen (1,) offenbar assoziativ. Fiir (22), 
(23) sind die Assoziativitatsbedingungen nach (1,) eben (7), (8). Dagegen fiihrt 
(24) zu keinen neuen Bedingungen, womit Satz 1 bewiesen ist. 

Im Beweis von Satz 2 tritt nur wenig Anderung auf. Die Modul- 
eigenschaft von X, ist nach (2,) klar. Die Distributivitatsbedingungen sind 
jetzt nach (2) 


(25) a(b+c)+a(@+ y)=ab+ac+ap- ay, 
(26) (6+ c)a+(@+y)a=ba+ca+fa+ya. 
Man setze in (25), (26) zuerst y=-0, dann c= 0 ein: 
(27) a(b-+c)—ab-+ ac+a0, 
(28) (6+c)a—ba+ca+0a, . 
(29) a(8+y)=—ap+ ay +0, 
(30) (?+yja=fa+ya+O0a. 
Werden diese in (25), (26) eingesetzt, so folgt 
a0 + a0 —0, 
Oa+0a—0 


Die vier Glieder links miissen von a und e@ unabhanging sein, hieraus folgt 
sofort 
a0=0a=~—o, a0=—O0a- 

mit einem passenden o(€P), das iibrigens gleich 00 ist. Wird (4) angewendet 
und werden die verschobenen Operationen (a@),(aa) wieder mit aa, aa 
bezeichnet, so gehen (27)—(30) in (9), (10) iiber, aus denen umgekehrt (25), (26) 
folgt. Das tibrige geschieht so wie vordem, und zwar sind (11)—(14) nach 
(2,) eben die Assoziativitétsbedingungen fiir die Produkte (22)—(24). Satz 2 
haben wir somit bewiesen. 
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O HEKOTOPbIX MOCTPOEHUAX KOJIELL PM MOMOLIM KOCOrO 
NPOUSBEAEHUS 


JI. POASU (Ceren) 


(P e310 Me) 


B ofHoi npeppipyuyeli padore [3] asrop paccmotpen OpHHun OOuero KOCOrO npo- 
uspenenua (Hau Npoussesenna Tamuabrouna) u npumenna ero kK mOcTpoeHHio rpynn. Spec 
paccmaTpuBawrcs Ba NpOCTHIX MpuMepa NocTpoenunA KOReU,. 

B nepsom npumepe npumensetca O4eHb NpocToe npaBnazO pelicrBuit: 


(1) (a,a)+(6,8)=(a+b,a+8). (a, a) (6,8) (ab, ba + ap -+af). 


Uspecruo, 4TO ecaM a, 8 aNeMeHTbI HeKOTOpOrO KOmbUA P Hu a,b UenBIe 4uclla, TO 
Mapbl (@,@) Ha OCHOBaHUM (1) COCTaBAAIOT KOAbUO, KOTOPOe MO*KET CUNTATbCA KOTbUOM 
pacumpenua P (McCoy [1]). Sgecb ucxofHbIM MyHKTOM sBAAeTCA Gomee O6uee ycopne, 
_cormacHo KoTOpomy a, 6 anemeuTbI KOnbUA R, KOTOpOe oTHOCHTCA K P B KayeCTBe (meBon) 
_ oOnacTH ONepaTOpoR, TO ecTb KaKOe npousBeseHne onepaTopoB aa ecTb OUpesenéHHBIM 
-aemeHT P, O KOTOPOM HuYerO OONbUIe HE NpepMOnaraeTca, a HCCMeMOBAHO HEOOXOAUMOE U1 
_— AocTaTouHoe ycuoBne TOTO, 4TOObI Mapbi (a, «) OOpasoBHIBaNM KOMbUO Ha OCHORaHHH (1) 
3a WCKIOYCHHEM HESHAYHTENbHBIX PACXOKMEHUM NMOAyYaIOTCH OOBIMHbIE B aNreOpax onepa- 
TOPHbIe YCOBHA. 
Bo Bropom npumepe onpefeneHo mpousBefeHue paBeHCTBOM 


(a, a) (6, @) = (ab, ag +-ab-—+ af) 
mipegnonarasx, uro R apaserca OAHOBPeMeHHO eBOM uM MpaBon OONacTbIO ONMepaTopoR P, 
- Tlonyyatouseeca Takum OOpasom OnepaTOpHbIe yCOBNA B CYHIHOCTH Te *Ke, KOTOPbIMH Onpe- 
 fenenbi ABOMHEIe anreOpbl, COOTBeTCTBYFOLIMe anreOpe, B OAHOM roTOBAUelcA padoTe [4]. 


g 
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UBER DIE FEUERBACHSCHEN KUGELN 
. MEHRDIMENSIONALER ORTHOZENTRISCHER SIMPLEXE 


Von 
G. HAJOS (Budapest), korrespondierendem Mitglied der Akademie 


E. EGeRvArY! hat fiir (— 1)-dimensionale orthozentrische Simplexe ¥ in 
Verallgemeinerung der bekannten zwei- und dreidimensionalen Falle die Folge 
~@,,@,,...,®, Feuerbachscher Kugeln eingefiihrt, unter welchen , die 
Schwerpunkte und die Orthozentren aller (k—1)-dimensionalen Teilsimplexe 
von = enthalt. Ist k—2, so ist dabei als Orthozentrum einer Kante die 
orthogonale Projektion des Orthozentrums von ¥ auf die Kante zu verstehen. 
Ist k= 1, so erhalt man die Umkugel ®, des Simplexes; ist kK — n, so bedeutet ®, 
die Thaleskugel liber die Verbindungsstrecke des Sie ened und des 
Orthozentrums von Y.— 

E. EGERvARY hat bei seiner Untersuchung auf ¥ bezogene baryzentrische 
Koordinaten benutzt und u.a. bewiesen, dai die Folge der Feuerbachschen 
Kugeln einem Kugelbiischel zugehért; daf ihre Mittelpunkte C,,C,,..., C,, 
auf der durch das Orthozentrum O und den Schwerpunkt S_ bestimmten 
Eulerschen Geraden liegen und 

OGeOS =n: 2k 
ist; daf weiter fiir ihre Halbmesser fy %a,---,%m eine Relation 
(2kr;,)? =a(n—2k) +b 
mit Konstanten a und b besteht, woraus insbesondere fiir die Halbmesser 
_komplementarer Feuerbachscher Kugeln die Relation 

Kies (n—k)fn- k 
folgt; da ferner, wenn O,-; das Orthozentrum eines (n—k— 1)-dimensionalen 
Teilsimplexes bedeutet und O; durch 
| OO}: OOn-1= (n—B):k 
bit der Geraden OO,., bestimmt ist, dann O; auf ®, liegt; da endlich bei 
einem orthozentrischen Punktsystem von n-+-1 Punkten [im (n—1)-dimen- 

1, EcervAry, On orthocentric simplexes, Acta. Scient. Math. Szeged., 9 (1940), pp. 
218—226; On the SoMa TaN -spheres of an orthocentric simplex, Acta Math. Hung., 1 (1950), 
pp. 5—15. 
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sionalen Raume] die Kugeln , aller enthaltenen Simplexe nur bei. 2kK=2-F1 
gleiche Halbmesser besitzen. 

Das Ziel vorliegender Arbeit ist, die erwahnten Resultate mit Hilfe 
elementarer Vektorrechnung zu beweisen. Die anzuwendende Methode entstand 
aus einer von T. SZELE2? gegebenen vektorarithmetischen Behandlung des 
Feuerbachschen Kreises in der Ebene. Unsere Uberlegungen werden auch 
gewisse Erganzungen der erwahnten Resultate liefern. : 

1. Wir bezeichnen die Scheitelpunkte des (n—1)-dimensionalen (7 > 2) 
orthozentrischen Simplexes ¥ mit A,, As,..., A, und ihre aus dem Orthozent-_ 
rum O auslaufenden Ortsvektoren mit a,, a,..., 4). 

Laut der Definition ist der Vektor a; auf alle nicht aus A; auslaufenden 


Kanten orthogonal, also 
a;(a;—a,) —0 (i, ki), 
woraus folgt, dah 
a;a;—c G+ jf; j=), 2 


eine von der Wahl der Indizes i, 7 unabhangige Konstante ist. Daraus folgt 
unmittelbar der 
HILFSSATZ. Ist |#,|—=|&|—=---—|e,.|— 1, so bleibt die Lange des Vektors 
€,€,+ &a,+ +--+ ean 


unverindert, wenn die Koeffizienten @,, &,...,&, permutiert werden. 
Das Quadrat dieses Vektors ist namlich 


DIA Bite oe 
SAE 2OU ties 
i ij 


welcher Ausdruck tatsachlich keine Anderung unter einer Permutation der 
Zahlen ¢; erleidet. Um spatere Rechnung zu erleichtern, bemerken wir schon 


hier, daB fiir “2, =e. -- == & = — 1, Sa, = = 
: 2 > e8;,—=(n—2kp—n 

oo 

ist. 


Wir werden nur von O auslaufende Ortsvektoren benutzen und die 
Schreibweise A= a gebrauchen, wenn a der Ortsvektor von A ist. Mit 2A 
bezeichnen wir den Punkt vom Ortsvektor 4a. 

2. Sei k= 1, 2,...,n—1. Wir betrachten die Schwerpunkte der (k—1)- 
dimensionalen Teilsimplexe von +. Einer von diesen ist 


1 
Si; fo (Bist Mate +8 a). 
Alle diese Schwerpunkte liegen auf einer um 
] 
ey 5p (A + a, . +++ An) 


2 T. Szece, Elemi geometriai problémak megoldasa vektorokkal, A kézépiskolai mate- 
matikatanitas kérdései (Budapest, 1950), pp. 75—93. 
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geschlagenen Kugel ®,, denn die Lange des aus C, in S, fiihrenden Vektors 


] 
| ap A a1 Aa, + Any + ++» + an) 
bleibt nach dem Hilfssatz bei Permutation der Indizes unverandert. 
Wir betrachten weiter die Schwerpunkte S,,_,, der (n—k— 1)-dimensionalen 


Teilsimplexe und behaupten, da® die Punkte S; und eo Sn paarweise 


diametral gegeniiber einander auf ®, liegen. Ist namlich einer der Punkte S 


n—k 
1 

Si = n—k (ays -|- Aaja + es + a,) , 
also 


n—k ] 
Es SK sa (Ari) + ape +. + a,), 


so ist mit dem obigen S,, 


_ n—k 
Si; Fic wy tic Sr eS Zz C, ) 


was eben unsere Behauptung beweist. 


3. Sei O; das Orthozentrum eines (k—1)-dimensionalen Teilsimplexes 
_A,A,---A;. Sein (k—1)-dimensionaler Raum ist total orthogonal auf den 
_(n—k)-dimensionalen, die Punkte O, Ags, Ano,.--, An enthaltenden Raum. 
Da O, gemeinsamer Punkt beider Raume ist, da ferner der eine Raum den 


~Punkt S,, der andere den Punkt we S,; enthalt, und beide genannten Punkte 


_diametral gegeniiber einander auf , liegen, liegt nach dem Thales’schen 
—Satze auch O; auf ®,. 
| ees O,,-, auf ®, liegen, 
_wobei O,., das Orthozentrum eines (n——1)-dimensionalen Teilsimplexes 
bezeichnet. Ist namlich O,.;, das Orthozentrum des durch die Punkte 


Ahnliche Uberlegung zeigt, dafi auch die Punkte 


: .,n—k 
Aisi, Ari2,--., A, bestimmten Teilsimplexes, so ist -—— O,,-; in beiden durch 


. ak n—k n—k 
die Punkte O, Ai, A,,..., Ax, baw. Anus —G— Anas --6. 
_ gespannten, total orthogonalen Raumen enthalten. Da aber der eine der ganannten 
n—k 


—k eee 
-Raume den Punkt S,, der andere den Punkt = Sy» enthalt, liegt ke On: 


A, aus- 


nach dem Thales’schen Satze auf ®,.° 


3 Mit Hilfe der in der Einleitung iiber r,; und r,—; erwahnten Formel folgt einfach, dab 
die Kugeln ®, und @,_; samt allen ihren oben erwahnten Punkten homothetisch beziiglich 
des Punktes O liegen. 
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4. Im Falle k—n kann von der um 


Cy (a, + a,+----+a,) 


or 


geschlagenen, den Schwerpunkt S von ¥ enthaltenden Kugel ®, nur behauptet 
werden, daB sie auch das Orthozentrum O von + enthalt und dai S und O- 
diametral gegeniiber einander auf ihr liegen. Das folgt namlich unmittelbar 
aus S—2C,. Somit ergibt sich die orthozentroidale Kugel ®, von + als 
AbschlieBung der Folge von Feuerbachschen Kugeln. 


5. Die Ortsvektoren der Mittelpunkte C,, C,,...,C, zeigen, dafi sie auf 
der die Punkte O und S verbindenden Eulerschen Geraden liegen und 


aA 
2k 
-ist. Bei ungerader Dimensionszahl ist also auch S selbst Mittelpunkt einer 


Feuerbachschen Kugel. 
Fiir den Halbmesser 7; von ®, ergibt sich nach 1 und 2 


1 
4k 


Cet AS 


) 


r= \55¢(- bad tm atau t-te) 


> ai + e((n— 24) —m) 


womit wir die in der Einleitung erwahnte Formel erhalten haben. Diese Formel | 


zeigt zugleich, dafi 7m, ein. quadratisches Polynom von : , also auch des Mittel- 


punktabstandes OC,, ist (mit von & unabhangigen Koeffizienten), daf{ also die 
Feuerbachschen Kugeln demselben Kugelbiischel zugehéren. 


6. Die Eulersche Gerade enthalt auch 


E= a, + mes a,), 


1 
pp bs’ 


den Schwerpunkt der Punkte O, A,, As,..., A,. Wegen C; = ar E ergibt sich 


EC EO=1.—= 0G, OF = leneees | 
2k 
Wir betrachten nun das orthozentrische System der n-+-1 Punkte 
O, A), Av, ..., A,. Durch Weglassen eines von diesen erhalt man n Punkte, die ein 
orthozentrisches Simplex bestimmen, dessen Orthozentrum der weggelassene 
Punkt ist. Nach den eben Bemerkten gehen die Eulerschen Geraden aller 
dieser 2-1 Simplexe durch den Punkt £. Die zu diesen Simplexen gehé- 
renden Punkte C, bilden ein mit dem urspriinglichen orthozentrischen Punkt- 
system homothetisches Punktsystem. Das Zentrum dieser Homothetie ist E 
n+ 1 
2k 


und das Homothetieverhaltnis ist 1— 
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& 


7. Um die Halbmesser aller vorkommenden 


Feuerbachschen Kugeln 
vergleichen zu kénnen, fiihren wir die Quadratsumme aller Abstinde der n-|- 1 


~Punkte ein, welche Quadratsumme 
g=)>) a; + > (ai—ay fi, @—n(n=1)¢ 


ausfallt. Somit ist nach 5 

2 aaa 2 

Th. Ale n t+ ((n— 2k) —l)c 
Ist A; der weggelassene Punkt, so tritt an Stelle von c der Ausdruck 

a;(a;—a,) = aj—c. 
Sind alle diese Ausdriicke gleich c, so ist 
c ] 

cos (aj, aj) lakes 22. 
+ regelmafig. Die Halbmesser der n-+-1 Kugeln ®, 


und somit das Simplex > 
stimmen also fiir ein jedes & nur bei regelmafigen Simplexen itiberein. 
Ist S nicht regelmaBig, so sind die Halbmesser der n--1 Kugeln D, 
=? seich, was nur bei gerader Di- 


nach der obigen Formel nur bei k 
n : : 
an so stimmen nicht nur die 


mensionszahl vorkommen kann. Ist Komieea Ge 
Halbmesser iiberein, sondern die Kugeln , selbst fallen auch zusammen, da 
in diesem Falle das oben erwahnte Homothetieverhdltnis O ist. 


(Eingegangen am 20. Dezember 1951.) 
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@ 
O INAPAX @EMEPBAXA MHOFOMEPHbIX OPTOUWEHTPUYECKUX 


CUMIVIEKCOB 


r. PAELJ (Byzanewr) 


(Pe3 Me) 


3. Dreprapn BREN NOCMeAOBATeAbHOCTH WapoR Denepbaxa M,, O,..., O, OTHOCHTEMbHO 
n—1 mepHbrx opToueHTpnyeckux cummaekcos. Lap cosepskuT ueHTpbl TaxKeECTH H OpTO- 
ueutTpbr k—1 mepxHbix cyOcummieKcoB wCXOAHOrO CuMmmmeKca. 9. IreppapH pH NOMOLIN 
OaPHUCHTPHYeCKHX KOOPANHAT, OTHOCHILMXCA K OPTOWUeHTPHYeCKOMY CUMMIeKcy, OnNpesenna 
pacnpeyenenne 9THX WapOB OTHOCHTeAbHO Apyr Apyra HM AOKasan pA XapakTepHbIX AIA 
HX CBOMCTB. 

Hacrosujadt padora ,OOpIBaeT ATH KE Pe3syIbTATbI BeEKTOPapHpMeTHYeCKHM NyTEM HU 
He€CKOJIbKO JOMOJHACT UX. 


OB OJHOM OBOBLUEHUM CHJIOBCKUX p-NosrPpynn 
CUMMETPMYECKUX TPYNN 


JI. A. KAJIYSKHUH (Bepaun) 
({Ipeacrapneuo JI. Pagan) 


BBEJEHUE 


Hactosilat pa6ota mocpaujena OMHOMY OOOOULEHMIO CHJIOBCKUX P-NoArpynn 
_ CMMMETpHYeCKAX rpyin. CusOBcKHe P-NOsArpynnbl CuMMeTpM4ecKux rpynn usy- 
4aIMCb B MOeH paooTe ,,La structure des p-groupes de Sylow des groupes 
symetriques finis“’, rae OblIM, M@KAy NPO4MM, yCTaHOB/eHbI BCe xapaKTepucTu- 
 4ecKne MOojrpynnbl Takux rpynn. V3yyenue ato npousBo_Ms0ch mpn nOoMOLIM 
Tak Ha3biBaemoro§ ,, MpescTaBleHua TaOMuamMu“ — MeTOa, KOTOPbIM CRA3aH C 
NOHATHEM NOJHOTO NMpOUusBeAeHUA Prpynn. 

OTO NOHATHE A BBOKY B §1 HacTOAUeM padoTH. Ecam © u  rpynnpt 
MOACTAaHOBOK MHOxKeCTB M u N, TO nONHOe NpHN3sBeReHNe Goh — o9TO 
_ MMMPMMUTMBHAA rpymna Takux MOCTaHOBOK GO TeOPeTHKO-MHO)KECTBEHHOrO 
nponspepenna M * N, 4TOo: 

1. moqmoxKecTBa « X N mHoxKectBsa M x N c 3acdukcupopaHHow nepBon 
KOOPAMHATON « CyTb CUCTEMbI MMIPMMUTMBHOCTH 9, 

2. 6 WHAYWUMpyeT BO MHOMKECTBE 9TMX CUCTeEM UMIPHMUTHBHOCTH MOCTa- 
HOBKY, NIpMunasiekallyio K rpynne , 

3. 0 MHAYUMpyeT B KaKIOM TaKOM CHCTeMe UMINPMMUTMBHOCTH MOACTAHOBKY, 
 MpHHaiexalllyio K rpynne . 

TlonaTue nomHOrO MmponsBefeHua AByX rpynmM pacnpocrpansetca Henocpes- 
CTBEHHO Ha CJIy4al JOOOK KOHEYHOM WIM TpaHCPMHUTHOM MOCELOBaTebHOCTH 
rpyln MOCTaHOBOK. * 

; Ipynnpr i, Tao pakra m, paccMaTpMBaeMble MHOIO B BbIINeyKasaHHOU 
padotre (KALOUJNINE [1]), ABJIAIOTCA NOJHBIMM MPOMSBeeHMAMM 7 IMKIMYeCKUX 


1 Ann. Ec. Normale, 3 (65), (1948), p. 239—276. (Llurupyetca 8 fanbHeMUleM Kak 
KaroujninE [1].) 

2 Kak oka3bipaeTCH, MONHOe MpousBepseHue rpynn TecHevuIMM OOpasO0M CBA3aHO C 
reopueit Upeiepa o pacumpenuax rpynn u C BO3MOXKHbIMM OOOOMWeEHMAMM 9TOM TeOpnn. 
Dror Bonpoc paccmarpugaetca B padote M. Krasner—L. Karoujnine, Produit complet des 
groupes de permutations et probleme d’extension de groupes. |, Acta Scient. Math., 13 ee 
p. 208—230.; II. 14 (1951), p. 39—66; Ill. 14 (1951), p. 69—82. 
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rpynn nopayka mpecroro uucia p. B Hacroaujen padoTe usyyaercA MOAHOe 
NPOUsBeeHNe OECKOHEYHOM MOCMEAOBATEIbHOCTH WMKIMYeCKHX rpynn NOpayKa Pp 
—rpynna, KoTOpyro MbI OO03Ha4aem Yepe3s Y,. 

B,, ABIAETCA CHIOBCKOM P-NOArpynnow KOHEYHOM CHMMeTPHYeCKOM PpyMMbl 
crenenu p” (KALOUJNINE [1]), OTKyqa HemocpeyCcTBeHHO cCulelyeT, 4TO 1100aAa 
KOHeYHAT P-rpynna U30MOppHa HEKOTOPONM TpaHsuTMBHOM Nosrpynne rpynmbt ,,, 
Wa nozxopauyero m. Tlogo6uyio XapakTepucTuKy MOXKHO TakK~Ke laTb UM Wt 


rpynnpr 8). Mb HasbiBaem NOJYKOHEYHOK Fpynnow adcrpakTHyto 
3 = y - o — tw § 0 $ 1 

rpynny (5, o6jajatoulyio TakOW wenoyKon nogrpynn (© == 69> 6° Sea 

5 675..., aro 1. gaa Kaxgoro » uHgexc (6:6) Koneyex u uto 2. ) GO” 


. 
COMEPKUT TOJbKO efuHuy rpynnp (. B yacrHocTu, nosyKOHeyHad rpynna 
HasbipaeTcA P,-Tpynnon, ecaM AIA KaKIOrO Y (S:6™) ects creneHb npoc- 
Toro uucia p. Oxaapipaetca, 4TO s100aq p.-rpynna u30MOpdHa HeKOTOpOH 
nogrpynne rpynnpr Ys, u, Tak Kak CaMa rpynna Yb, aBIAeTCA p,-rpynmon, TO 
OHa B 9TOM CMbICIe YHUBepCasbHadA P,-rpynna. 

C apyrow# cropoup, rpynna Y, MoxeT ObITh OXapakTepM30BaHa Kak 
cuJIOBCKad P-nowrpynna (B cmpicie Ban Jlanuura® nv A.T.Kypowma*) rpynnpr 
M3OMe€TPUM HeEKOTOpOrO MpocTpaHcTBa KaHTopa. 

Jlna ycTaHOBNeHua BbILIeyKasaHHbIxX pesylbTaTOR # pasBul B §§ 3 u 4 
TeOpulO MpeCTaBJIeHMA MOJIYKOHeYHbIX M B YacTHOCTH KaxHTopoBcKux rpynn 
M3OMETPUAMM HYJIbMEPHbIX (yJIbTpameTpwyueckux) Mpoctrpaucts. Mue kKaKeTcs, 
4TO CBA3b STO TEOPMM C NOHATHEM MOJIHOFO NpOUsBeAeHMA HE JIMUIeHa MHTepeca. 

B §5 sa ycranapimpato, NOsIb3yACb pesyIbTAaTaMH MOeM PadoTHI (KALOUJNINE 
[1]), Bce xapakrepucTuyeckne nogrpynnb rpynnpi Yb, 3aMKHYTbIe OTHOCUTEABHO 
HeKOTOPONM TONOOrUH. 


§ 1. NOJIHOE MPOWUSBEAEHHE FPYNM NOACTAHOBOK 


[lycrb (§ rpynna nmoycTaHoBOK HeKOTOporo MHOKecTBa M, a 9 rpynna 
NOCTaHOBOK MHOKeCTBAa N. Mobi nopeyesiMM HOBytO rpynny noscTaHoBpoK GS 
TEOPETHKO-MHOKECTBEHHOrO mpousBeqeHua S— Mx N— rpynny, Koropyro 
MbI Ha30BeM TOJIHBIM MpOusBemeHueM rpynn nu H wu KOTOpylO GyneM 
3anUCbIBaTh B Buse © — Hoh. 

Muoxectsao S—= M X N sapiaetca nO OnpejesieHHtO MHO>KECTBOM Nap (Ku, v), 
re “EM u vEN. Ilycth S— copokynHoctb noqcTaHOBOK o MHOKeCcTBa S, 
ONpeeIEHHBIX CJIELYIOULMM OOPasom : 


o(u, v) = (u’, v’), 


npv4em 


® D. van Danrzia, Zur topologischen Algebra, III. Compositio Math., 3(1936), p. 408—426. 
4 ALT. Kypow, Cunosckue noarpynnbt HyibMepHEIx TONOAOrMYecKHx rpynn, Uap. AK. 
Hayk CCCP martem. cepua, 9 (1945), crp. 65—78. 
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1. w yu, rhe y npunamiexut x G& u 


(1, 1) 

vu, rae pone Sey pe M3 rpynnbl ©, 3aBucalad OT Lu. 
Tonoxkum g = {u—>yul u A(x) = {vy yr}, (x€M) (1. e. A(x) ecth tbyHKuns, 
onpeneteHHat Ha M co 3Ha4eHuaMM B rpynne mo_craHOBOK ©), Torga nmog- 
CTAHOBKY 9 MbI OyJeM 3aNUchiBaTh B PopMe o—[g, h(x)] u OyAeM HasbiBaTD 
[g, A(x)] TAGIMNeH NOACTAHOBOK, coorBercrBylolei MOACTaHOBKe o. 

OveBnHO, 4TO MOACTAHOBKUM 0, ONpeneréHHBIe ypapuenuamu (1,1) o6na- 
WaroT CJIeAyIOUMMM CBOMCTBAMH : 

a. Muoxxectsa S, =u X N anemextos S c duKcupoBaHHol nepsoi Koop- 
AMHATOM f¢ CyYTb CHCTeEMbI AMMPMMUTMBHOCTM MOJCTAHOBOK oO. 

6. logcranosBku, MHAyUMpOBaHHble o B NepBbIX KOOPAMHATAX 9JIeEMeHTOB S, 
npwnawiexat kK rpynne &. 

B. IlogcTraHopKn, MHJYUMPOBaHHble © B MHOKECTBAX one = XIN, CYTb 
aJIEMeHTHI rpynnbl ) (3aBUCAUMe OT 4). 

C apyrov cTOpoHbl ACHO, 4TO BCAKad NMOCTaHOBKa 0, yOBETBOPAIOWAA 
YCJIOBMAM a. 6.B., MOXKET ObITb 3aMMCaHa B BbIMNeyKasaHHON (topMe TaOJIMUbI 
MOACTAaHOBOK UM ABJIACTCA JJIEMEHTOM ©. ) 

IIpouspegenue oo jByx nogcTaHoBoK o —[g,h(x)] u o=[g, A(x)] us S 
OyfeT, OYBUAHO, NOACTAHOBKOM MHOKeCTBa S—= MXN, onpefenénnon cileny- 
-YOU,MMM PpaBeHCTBaMN : 


5O( i, v) = (ys, v’*) 


ul —= y(yu) = vre 
M, O6O3HaYaA Yepes ’ NepBylO KOOPAMHATy OT O(u, ¥), 
"= Aw! (ku) = Ly An. 
Orctofa MbI HaXOAMM HWOKECJIEAYIOWMA 3aKOH yMHOKeHHA TAOJIMU MOJCTAHOBOK : 


TIpu4eM 


(1, 2) [Z, A(X] - [g, AC) = [eg 4x) h@)]. 
OTOT 3€KOH, KOH€4HO, aCCOMMATUBeH. 
Ilyctb 1(%) — equnuua rpynnpi , a e(x) — tpyHKiMa TOKECTBEHHO 


paBHad TOMKeECTBeEHHOM moycTaHoBKe 1() rpynmbl . Torga copepiieHHO ACHO, 
4TO TaGMya nogcraHoBoK [1(®), e(x)] mpeycTaBiaer COOOK TOK AeECTBEHHY!0 
MOACTaHOBKy MHOxKecTBa S— MXN. C spyroit cropousi, B cuuly 3aKoua (1, 2), 
quia m1060H TaOMmubI o —[g, A(x)], mpuHanieKxanet KS, uMeeT MECTO PaBeHCTBO 
[Ar XI Lg, 2] = 1), e@)] = 12), 

YTO MOKa3bIBaeT CYUJeCTBOBaHHe OOpaTHOM TaO/MIbI 

= -1 -1 -1 
(1, 3) [2 AW) =[g 52 X) 
WIA KaKjoH Tadlmmubr o€ S. Tem cambim, ©S oOpasyeT rpynny nojcTaHOBoK 
mHomectBa S=— MN, KoTopyio MbI VM Ha3biBaeM 110 JHbIM Np OUSBE e- 
HuemM rpynn Wu §. 
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He tpyqHO moKasatb, 4TO rpylima © TpaH3MTMBHa B TOM M TOJIBKO TOM 
ciyyae, ecm rpynnbl mu  Tpak3suTHBHbI. 

CopepuleHHO O4eBHHO TakK~Ke, 4TO eCIM O) U % rpynnbl moyqcTaHOBOK 
KOHE4YHOH CTeENeHH, TO JIA MOpAKa M CTeMeHM MX MOJHOTO MpOUsBe- 
jenna | — (So S$) UMeIOT MECTO PaBeHCTBA : 

(1, 4) nopaqok (Wo) —= (nopagok G) - (nopazoK H)oTeTeH © 
ul 
Che) cTeneHb (( ° ) —=(crenenb (S) (creneHb 4). 


V3 storo yxe BUHO, 4TO, BOOOMIe roBopA, Go Hc» Ho , T.e. MONHOe Npo- 
M3BefeHHe He MepeCTaHOBOYHO. 

C [pyro CTOPOHb!, MOJIHOe MpOMsBeeHHe ACCOLMATHBHO; a HMECHHO, eCJIM 
S Kakad-TO TpeTba rpylina MOACTaHOBOK MHO>KeCTBa K, TO NOJIHbIe IpOMsBeseHUsA 
(Go H)oR uw Go(HeR) mpexctapsawT cooow OfHy uM Ty—Ke rpynny moycta- 
HOBOK MHOoxKecTBa M x NX K, KoTopyto Mb Oy/[eM 3aMMCbIBaTh Wo Ho K. 

Tlogctanopku t€WoHoR— cyTb MoscTaHOoBKH MHOKecTBa MX NX K 
Takue, 4TO 


t(U; %) ==(HG v', *), 


Mpuyem 
le ye v€ &, 
2) = An Zu€M 3aBUCALLMH OT MK, 
3) x’ =Cu Cu» € NR ZaBMCALLMM OT Uy». 


Takum OOpa30M MbI MO)KEM PeKYPeHTHO ONPeMesIMTh MOMHOe MpoKsBe_eHHe 
KOHeEYHOrO YHCIa rpynn noyctaHoBoK. Ilyrem TpaHcipMHUTHOK MHAYKUMM MOMKHO 
TAKKE ONPeMEIMTbh MOJHOe MpOUsBeeHHe JOGOrTO GAaropacnoOxKeHHOrO MHO- 
*KECTBA PPyMM MOACTAHOBOK. 

/laqum Takoe ompeyeseHne HenocpescTBeHHO. Tlyctb GOygzeT @ KakOe-TO 
OpMHaJIbHOe (TpaHcipuHUTHOe) uncIO. Byfem O603Ha4aTb Yepes 2, OTPe30K 
OPAMHAaJIbHbIX YNCcelL <a. lua Kaxgoro b€2,, nycTh 6ypeT 6” rpynna moj- 
cranopok y? adcrpakrHoro mHoxectsa M — {u’. Jia ynodcra 3anucu 
MpMOaBuM K STAM MHODKECTBAM HeEKOTOPOe MHOMKeCTBO M°, cocTosulee U3 OMHOFO 
TOJIbKO aslemeHta «°. JI BCAKOPO OPAMHaIbHOrO uncia ad, O = d =a, o6o08Ha4uM 
yepes U" reoperuko-MHOMKECTBEHHOe MPOH3BEeHHE MHOKECTB M°(O=c <d) 


uo Tf me 


B custy onpejesenua, aiementet uw mHoxKectpa U"? cytb cemeiicrea (uw), rye 
mia Beakoro c << d WOEM . uw Haspipaerca Cc-TO ti KOOPAMHATON aementa wu) 

Inn fed, ueu® OyjeT HasbiBaTbes f-OTPe3sKOM aemeHtTa u™, ecuM 
WIA BCAKOFO g < f g-Tad KOOpAMHaTa wu) CoBNajaeT C g-TOM KOOpAMHaTON Wu, 
U vw u® oynyr rae sanucpisareca U uu. 


Jlua seaxoro 6€ 2, nycte 6yner g(x) (Xe U) orodpaxenue U 
os (b (Db «s —(b 
. Oopas Bb ©” Kakoro HHOyAb ONpeneNeHHOrO snemeHta a npH atOM OTOO- 


ee 
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paxenuu Oyyem zanucpipath g(a”) — y,. Hasoném TadOauuef no qcta- 
HOBOK mocmeqoBpaTenbHocTh A ==[g(x)], rye b&b mpoderaer 2, . g(x) 
HasblBaerca b-TOM KOOPAMHATO TaOrMUbI A u OGOsHayaeTca 4epes [A]. 
YcAOBMMCA Ha3bIBATb PAaHTOM TAGMIbI YMCIO0 a—1, ecm a KOHeUHOe YUCIO, 
M YMCIO a, ECM A OeCKOHEYHOe OPMHaTbHOe YUcIIO. ® 


Jaa Beaxoro 6 <a, nyctb 6yner A ta6auya nogcranoRoK paura b, sce 
KOOPAMHATHI KOTOPOH COBNAaJaloT C COOTBETCTBYIOULMMM KOOPMHATaMM Taub A. 
A” yaz0Bém b-oTpe3KOM Ta6sMub A. 

C MOMOUIbIO dTUX NOHATHM MbI MOKEM Terepb ONPELeTUTb MOHOe MpoHs- 
BeyeHue rpynn 6. Kaxgoi tTadnuue MOACTAHOBOK MbI COMOCTaBUM OTOOpa- 
*KeHHe MHOKeCTBa U B cCamoe-ceOa, NONOKUB WIA BeaKOrO u€U Au —u', 
mpuyém Koopaunats “) aementa uw’ OnpeseAIOTCA CIEAYIOUMM OOpa3zomM: 


Ww) = WO 


uw = yo) + uo), Te Yu) = gu) C i. 


Jlerko Buyetb, uTo0 WIA 6 < a oTOOpaxKenne, uHAyUMpOBaHHoe TaOMUeH A BUM”, 
COOTBETCTByeT Kak pa3 OTpesKy paHra 6 Ta6nuyp A. 

TlocneqoBaTesbHOe NpUMeHeHHe OTOOPAXKeHUH, COOTBETCTBYIOUIMX TaOJIMaM 
A = [gO(x)] nu A’ = [g’()], ectb orodpaxxenue A’A, coorsercrsyroulee 
TaOsMue 


ee AA = (2) [2 [2 4). 2), 


TooecTBeHHOMy OTOOparxKeHMio CcooTBeTcTByeT TadsMua [e)(x)], rae el)(x) 
o(b 
CCTh (PyHKUMA, TOKECTBEHHO paBHat eMHMIe rpynnb O°’. 


Kaxyjaa ta6nuya A oOsafaeT OOpaTHOM; a UMeHHO 


(1,7) At [gO OY = [Cg APP)", 
MpwH4em TaOJIMIUbl AY? OMPeeAIOTCA PEKYPECHTHO. 

Tem cambIM COBOKynHOCTb © oTodpaxKenuh U (B camoe ceos), ompeye- 
JI@HHBIX BbILeyKasaHHbIM OOpas0M TaOJMIaMM, MpeycTaBiatoT coooM rpynny 
JOACTAHOBOK MHOKKecTBa U. Oty rpynny © Mbl u Pas aaey NO.HBIM, MPOH3Be- 
eHuem (TpaHCMHUTHOK) MOCMe_OBaTebHOCTM rpynm ($°” M 3anNcbIBAeM ee 


B Bue 


b<a 
S=— [J-o™. 
Tpynna S moet ObiTb xapakTepu30BaHa BHYTPeHHUMM CBOHCTBAMM CJIe/YIOULMM 
O0O0pasoo : 


5 Takum OOpa3oM, np KOHeYHOM KOMYeCTBe rpynnl paHr TaOAMUbI paBeH unciy ec 
Koopfunat. Ecau MHOxKeCTBO KOOpAMHaT A MOAOOHO psy WeAbIX 4NCe, TO paHrOM A 
abaneTca o. TaOnnubl paHra w-+-1 — cyTb Te, nocaeqHHe KOOPAMHATHI KOTOPbIX THA 
g()(x(©)) un. T. 0. 
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IlouHoe nponsBesenne S (TpancPuHUTHON) NOCAeAOBATCAbHOCTH 
) b 
rpynn nogqcTaHoBok O” MHOKECTB M”(b < a) ectb rpynna Bcex TaKUXx 


c<a 
(¢) 
NOACTAHOBOK O TEOPETHKO-MHOKECTBEHHOLO NPOU3ZBeCHMA U=[[mM, 


ky b) 1 7(b) 
1h AAA BCAKOTO b<a HeTlepecekalwollneca NOJMHOJKECTBA u! V = 


c< 


db =a 
—y [[M© scex anementos U, o6nagatoulmx oTpeskom u™, CyTb 
CUCTEMbI MMMPMMMTMBHOCTH MOACTAHOBKU 9, UM 4TO 

2. nua Bpeakoro b<a uM AAA BCAKOFO 3apuKcCupoBaHHOrO uu) 
nogcTanosKka b-THXx KOOpAMHaT atemenToB WV, WHAyYUMpOBaHHas 4, 
ABNACTCA NOACTAHOBKOM NpMHagnexauen K rpynne GO. 

B nacroaujen padore MbI Gye€M MOMb3O0BaTHCA TOJIbKO TaOAMIaMM paHra 


IIA 


(a) 


§ 2. NOJHbIE MPOMSBEAEHHA KOHEYHbIX CHUMMETPHYECKHX PPYNN 


Paccmotpum cneppa cily¥a mouHOrO MmpousBeqeHuA KOHeEYHOrO YMCA 
KOHE4HBIX CHMMeETPHYeCKUX rpynn. 

Hycth Sy, Sn, .++5 Sn, CHMMETPHYECKHE FpyMMbl MOACTAHOBOK KOHEYHbIX 
muoxects N,N, .... N° unyctp N (i= 1, 2,..., 8) ComepoKuT 7; a1eMeHTOR. 
TlomHoe mpouspesenue * 


= enn Gee 
Ny, Ng, ++ +5 he — —N 


~ ~ ~ 
1° Sn © wie et Qi * 


MBI Oy/eCM Ha3biBaTh META-CHUMMETPHYeECKOH Prpynnon MNMOCTaHOBOK 
1 2 aA s 
mHoxectpa N= Nx N© x... N®, a nocneqopaTebHOCTh WeTbIX 4nCen 


{f,, fg, ..., Ms) — META-CTENCHbIO pyNMbl Ga, ny)... ne- 
B culy ONpeseJIeHHA MOMHOPO MPOMSBEAEHHA, Sy, ng, ..., n. ABIAETCA Ppynnon 
1 2 s 
BC@X. MOJCTAaHOBOK MHOxKecTBa N — N“? x N© x ... x N™, IA KOTOPBIX JIA 


BCAKOrO 7 <S MHOMKeCTBA oeMeHTOB N C 3a:pMKCHpOBaHHbIMM 7 MepBbIMH 
KOOPJMHaTaMM CYTb CHCTeEMbI AMMPMMMTHBHOCTH. 


Tlopaqok rpynmbl S,,.»,....,n, JePKO BIMMCIAeTCA TO Popmyvie (1, 4), Mm MBI 
HaxOJ\MM 
(2, 1) NOpsOK o aon Vena n,!(ns!)"" Seay: (abe: Ngy oesy Ne—1 ’ 1 
B 4acrHoctu, ja Culy4adt KOra BCe N; PaBHbl Mpocromy unciy Pp 

aS ym—1 ;m—2 n 
(2, 2) nOpANOK; Gp, o,f. == (pl) a ae ik 
me . 
ostomy HaMBbIciad CreneHb p, eAUad NOpALOK rpynnbi S,, »,.... » PaBHA- 
pra] f pm-2 +1 — 
eTCH p ie Ho sto, Kak M3BeCTHO, TalOKe HAMBbICLIad CTeNeHb P, 


qersminat p"!, T.e. NOpayqoK CMMMeTpHUueCcKolt rpymmbl BCex MOCTaHOBOK MHO- 
»kecTBa N. Tem camMbim jloKasaHa 


Jlemma 1. Beskaa cunoBcKkad p-nogarpynna rpynnil ©, ole 

; mg 
ABNACTCA OMHOBPEMCHHO. CHAOBCKOM p-NOArpynnow CUMMeTpUu4eCKOH 
rpynnbl Spm: 
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Crpyktypa custopcKoi p-nogrpynnt 38, rpynnbl Gym u3sy4aach B padote 
KALOUJNINE [1]. “rates, 3HaKOMblii C aTOM paooToi, sameTuT, 4TO rpynna ‘}i,, 
ABMACTCA NOJHbIM MPOM3BeeHHeM M WMKIM4YeCKMX rpynn mopayKa p (paccmatpu- 
BaeMbIX KAK IPYIMbl NOACTAHOBOK, COOTBETCTBYIONIMX UX PeryApHOMY mpeyctaB- 
Jtenuto). B cuny Jlemmpr 1 ToxKe camoe uMeeT MeCTO JIA CHJIOBCKUX P-Os- 
rpynn rpynnpi Ca py p» OTOT (pakT NerkKO fOKa3aTb VM HeMOCpeCTBeEHHO. 


m 


Jlokaxkem JWI 9TOO CueEMyrOULy10 JIEMMY: 


JIemma 2. Ilyctp &, u &, OyayT rpynnamu noAcTaHOBOK KOHeY- 
HbIxX MHOKecTB M” nw M™, a 9; onHoi us cunoBcKux p-noyrpynn 
rpynnn &; (¢— 1,2), rorga §,°, aBaaeTca OMHOH U3 CHMOBCKMX 
p-noarpynn rpynnp (,o,. 


JlokasatebCTBO. CoBepuieHHO ACHO, YTO NOIHOe MpousBeyeHue NOs- 
rpymnbl rpynnp (, u nogrpynnpt rpynnsr , ectb noszrpynna rpynnpr , o,. 
Iyctb m,— 4vcio aementoB MHOoxKecrBa M“?. Tlopagxu rpynn @,, ©. 
OOO3Ha4uMM 4epes k,, k,, a HaMBbICWIMe CTeNeHU P, JesauMe k,, k, wepes p', p’. 
‘Torja 
nopaqoKk (, o®,) = k,k,”", & 


a HaMBbIClIad CTeMeHb P, Je/AU,ad JTOT MOPALOK, paBHetTca pot’, Ho p> mls 
ABNAeTCA Kak pas NOPAAKOM rpynnbl ),°,, a ITO UM MOKAsbIBAeT, 4TO H,°H, 
CusOBCcKad p-nosrpynna rpynnbl (§,° (%, 4. Mu. T. J. 

JlemMa o6061aeTcA MO MHAYKUMM HeMmOcpesCTBeHHO Ha CJIy4Yan NMOsHOrO 
NpOusBeeHuA 060rO KOHEYHOFO YMCA py MOACcTaHOBOK. CuJIOBCKaA p-MOs- 
rpyna CMMMeTpHyeckonw rpynnbl ©, ecTb WMKIMYeCKad rpymna nopszyKa p ul 

-TeM CaMBIM, B CHay JlemmbI 2, CMIOBCKad P-nojrpynna MeTa-CMMMeTpu4eCKON 
rpynnbi Sy, »,..., p CCTh NOMHOe MposBeseHue Mm UMKIMYeCKUX rpynn NopaAsKa p. 


mm 


TakoBo MOJO*KEHME BELLE JIA Clydad NOMHOPO MpOMsBeeHHA KOHE4HOrO 
yucula KOHC4HBIX CMMMeTpu4ecKux rpynn. Ho, kak MbI BueIM B § 1, BO3MO)KHO 
TakOKE MOCTPOUTh MOAHOe MpOUsBeAeHMe TpaHCPMHUTHOM MOCeAOBaTeIbHOCTH 
-rpymn mogcraHopok. B yacTrHOCTH, MOXKHO ONpefeJIMTh NMOJHOe MpoMsBepyeHne 
TpaHCMHUTHOM MOCeOBATebHOCTM KOHEYHbIX CMMMETPH4eCKUX Ppynn. 

Ecum quia KaKyoro TpancspuHUTHOrO Yucia b <a, Sn, ABIAeTCA CAMMETPH- 
yecKOM PpyMMO MOACTaHOBOK KOHEYHOrO MHOKECTBAa N v3 nm, a1eMeHToR, TO 


b<a 
NOJHOe MpOUsBeseHue Tf oSn, mbt Oynem, Kak mM B CayYae KOHEYHOrO 4, 
HasbiBaTh ME TA-CUMMEeTPUYECKOH Fpynnon TeOPpeTHKO-MHOKECTBEHHOTO 


baa , 

mpousBe senna []N®, a (xpancunutuyto) mocsefopaterbHocTh (Mm) Met a- 
CTeMeHbIO 9TOM MeTa-CMMMeTpH4eCKON rpynnbl. 

Ilyctb S,,»,... OyqeT MeTa-cuMMeTpu4eCcKOn rpynnon ja KOTOpOM BCe 


a 


Sip —p, a Ya TOJTHOe MIpoMaBeweHHe UMKIMYECKHX rpyrin MmopAyKa Pp, pac- 
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CMaTPUBaeMBIX KaK rpyMnmbl mogcTanoBoK. CopepwieHHO O4eBUAHO, 4TO Yo, NpesA- 
crapiaeT HeKOTOpyl0 Nosrpynny rpynnpi <,, ,,.... OrpanwuneBaach Clyyaem a=, 


MBI noKaKem, uTO YS, = 8., MpesmcraBiaeT ,,CHIOBCKy!O p-noyrpynny“ rpynnbi 
Sp.p,...» CCIM COOTBETCTBEHHBIM OOPa3ZOM OOOOMLMTh NOHATHE P-rpyHMbl, a TAaOKE, 


a 


uTO rpynina ‘\_, ABJIAeTCH B HEKOTOPOM CMbICI€ YHHBEPCa/IbHOM [It OOOOMLEHHBIX 
p-rpynn. B §§ 3,4 Mobi u310>%KUM 9TH HEOOXOAMMbIe OOOOWLEHMA — T. e. TEOPHIO 
Ban JlaHuura mu eé CBA3b C NOHATMEM MOMHOFO NpOUsBeeHHA. 


§ 3. MOJIYKOHEYHDIE TPYMNMbIE — YIbTPAMETPHYECKHE MPOCTPAHCTBA 


TlonykKoHe4YHOHR OyseM HasbiBaTh rpynny ( OOAafatollyto MocmeqoO- 
BaTeJIbHOCTbIO NOArpynn 
(Gy) G6 =—=KODROD~...DKRMD-~-.- 
TaKUX, 4TO 

IC. Jina peakoro v ungekc (: 8) KOHedeH UM 


Cy 1K” — 16). 


TlocneqopaTesIbHOCTh nogrpynn (S yqopseTBopsioulMx IC. nu ILC. 6yzem 
HasbiBaTh WeEMOUKOK M OOO3HAYATb Yepes [(R)]. 

Jlua Beakon nogrpynmbr © nosyKOHeYHOH rpynnpl (S ungeKc (H:.HN KR) 
KOoHeYeH UW 11(D AK”) — 1(H); TakuM OOpasom no;rpynna ) nMoyKOHeYHAa. 


Mbt 6yjemM rogoputb, 4TO Weno4uKa [(K)] rpynnr ( sBIeTCA p-1 e 10 4- 
KOM, ecm jit Bcex » (GS: RX) cyTh creneHH nmpocroro uncia p. MonyKoney- 
Hat rpynina, oOOsaqaroulad p-WenOuKOH, OyqeT HasbIBATBCH P-r py un0 i. 
(p,-rpynna MOdKeT, KOHEYHO, MUMCTb WeMOYNKH, He ABIAIOULMeCA P-lenOuKaMH, 
MW MOMKET aKe JIA Pa3HbIX MpPOCTHIX 4NCcel Pp’ Up” ObITh p’,-rpynnok u 
p”-rpynnov. ITO BuHO Ha MpOCcTOM HpuMepe aMTHBHOM rpynnbl Z WesBIX 
PalMOHAJIbHbIX YUCEeI, KOTOPaA ABIAeTCA g,-rpynnon WIA sO60r0 mpocroro 
4NCla gq.) 

Bnosne OYe€BMAHO, YTO JOGA KOHeYHaA NOArpynna p_-rpynibl ABIAeTCA 
p-rpynnofi. Orcioqa cuenyer B YaCTHOCTH, 4YTO NOPAOK KAaKOrO-1M6O aeMeHTa 
P,-TPYHMbI WIM OCCKOHEYEH WIM ABIIETCA CTEMeHbIO Pp. 


Ecuim noslykoneynad rpyrna ( o6saqaeT Weno4KOn (nr) u ecu &® He 


OOaAsaTEbHO MHBapMaHTHbIe noprpynmbl rpynnb ©, To [(Q AR”? A)] 6yner 
Ace® 


TaloKe WenO4KOH rpynnbl ©, cocrosujeH m3 MHBapMaHTHbIx nogrpynn. Tpu- 


atom, ecam [(R)] — p-yenouKa, To u (NAKA ')] 6yger p-yenouKoii. 
Ac 


Bnpejb, Kora MbI OyeM TOBOPUTh O WeNO4KAX, MbI Oyjem Bcerya noypasy— 
M€BaTb, YTO CIO UeT O WeMNOYKAX, COCTOAMIMX M3 MHBapMaHTHbIX Nosrpyn 
rpynnpr (). 
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| Ecau  p,-rpynna, a [()] — p-nenouxa G, to qa KaKgoro » 6” 
ABNACTCA KOHE4YHOM p-rpynnow. B KoHeyHon p-rpynme uHjeKc ByX mocye- 
OBATCIbHBIX “JICHOB” BCAKOFO riaBHOrO psa paBHaetca p. V3 atoro serKo 
3aKJOYUNTh (NONOTHAA Wenoury (ar) ), uro ( o6nagaer wWenouKamu [(e)} 
TaKUMM, TO JIA KaxKQOrO » uHeKc (YY): e)—p. Takne p-uenouKn MBI 
OyEM Ha3bIBATh TAaABHbIMUM p-lLeno4uKaMu. 

B nosyKone4Hon rpynne  wenouKa [(&°’)] nosBorser caexyioulim 06- 

pa3som onpejeruth MeETPUKy: 

Ilycth OyfeT 4 BelleCTBeEHHOe MOAOKUTeIbHOe UNCIO <1, BbIOPpaHHoe 
pas Ha Bcerfa (M KOTOpOe He GyjeT MeHATHCA Ha MpOTHKEHMH BCE padorel). 
iia apyx pasamunpix osiementos A u B rpynnpt  nycrb Syyer n HandosbUIee 

M3 4NCcel » TaKux, TO A BER”, 
Hon0Kum 
d(A;B) =n 

“(Onpejesienne sto uMeeT cmpic, “60 B cay ITC. cyulectsyior Takue uw, 4TO 
oA BER) 
| Jlua Kaxgoro A€G nonoKUM 

pA A) == 0. 

—@PyHKUMA ABHO yOMeETBOPAeT HWKECIEAYIOULMM YCOBMAM : 

IU. d(A, B) sapaaetca win HyeM WIM WeIOM NomO*KMTebHON cTe- 

Me@HbIO BeULeECTBeHHOTO 4UuCa 7 < 1. 

IiU. d(A, B)=0 Torna, u TonbKo Torna, ecru A = B. 

Me. dA,.B) == dB, A). 

IVU. d(A, C) = Max (d(A, B), a(B, C)). 

Vimeer mecro 6onee TOUHOe CooOTHOUIeHHe 

IVa U. Ecau d(A, B) = d(B, C), 

to  d(A, C) = Max (d(A, B), a(B, C)). 
@ynxima d jByx mepemeHHbix, onpeyestéHHad Ha KaKOM-JIMOO MHODKECTBE UM 
ylouetBopsioujaa ycuosuim | U—IV U naspipaetcsa y IbTpa-MeTPUYeCKUM 
paccrosHuem. YbTpa-MeTPHYeECKUM MpPpOCTPaHCTBOM HasblBaercs 
MHOKECTBO, Ha KOTOPOM onpeseieHO yIbTpamerpHyeckoe paccrosnne. § 
Mb BuqMM TakKMuM OOpasoM, 4TO B MOJyKOHeYOM rpynne WemouKa (n”)] 
MO3BOAeCT ONPeMeMTh CTPyKTypy YIbTpaMeTpuyeckoro MpocrpaHcrsa. 

Jlaa tpex smo6pix osementop A,B,C rpynnp AB u AC (a TawKe 

BA u CA) ne@KaT B TOM~Ke Kacce mod g® vorja, “ TOKO Tora, ecru 
Bu C aexat B ToM-Ke Kacce. [loaTomy 


d(AB, AC) —d(BA, CA) = a(B, C) 


MVM, B CMY, aTOrO YMHO)KEHHE B rpynne HelMmpepbIBHO IO OTHOUWeHMIO K OTpee- 


“ 
6 TepMuHbI ,yIbTpameTpuyeckoe paccTOAHHe” M yyAbTpaMeTpUYeCKOe MpOCTPaHcTBO 
6pimu BBefeHDI M. Kpacuepom. 


14 Acta Mathematica 
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néHHow ybTpamerpuke. JlerkO TakwoKe yOeAMTbCA, TO oTOOpaxkeHHne ASAg 
HEMPepbIBHO JIA ITOM yJIbTPaMeTPUKU. . ; 

Mosykoneunyto rpynny (, C OnpejertéHHOM Ha HeM BbILMeyKasaHHbIM O0- 
pazOM YJIbTPaMeTPUKOH, MbI GyeM HasbIBATb (MOJYKOHEYHON) y Jb T pa Me Tp H- 
ueckouw rpynnon. 

VUnorga 6osiee yOOHO paccMaTpMBaTb yJIbTpamMeTpHyeckylO rpynny Kak 
TonojorMyecky!o rpynny ¢ TOMOsOrve, COOTBETCTBYIOIIeM y/IbTpaMeTpHke. Ga 
(pyHaMeHTabHy!o CucTeMy (OTKPbITbIX) OKpeCTHOCTeH aemeHTa AE GepeTcs 
Tora COBOKyMHOCTE Kaccop mod RK”? (v —-0, 1, ...) cogepKangux A. 

Jia XapakTepusallMn 3aMKHYTHIX MOAMHOXKECTB (HM, B YACTHOCTH, 3AMHYTHIX 
NOArpyn) yJIbTpaMeTpuyecKOM rpynnbl Mbl OyeM YaCTO MOMb3OBaTbCA CIeAy- 
r1oOuleM JJIEMeHTAaPHOM JIEMMOM : 


Jlemma 3. TlogamuyoxectBo M rpynnp  3amMKHYTO TOr{a, 
U TONMbKO TOra, eciH 


(3, 2) M=—nMx. 


Teopua mpeycraBsieHu KOHEYHbIX rpynn rpynmamMu MOACTaHOBOK ecTecT- 
BeHHbIM OOPa3s0M OGOGUaeTCH Ha CJIy4aH ysIbTpamMerpuyeckux rpynn. /laqum 
KpaTKHH OO630p 9TOM OOOOUWIEHHOM Teopun. 

Tyctp Oynet JT yJibTpamMeTpwyeckoe mpocTpaHcTBO, a a,0,C,... ero 
allemeHTbl. Jia KaxKoro v oOTHOWeHHe (a, 6) = 7” sABAAeTCA OTHOLICHHEM 
SKBUBAIeCHTHOCTH B 7. (PecbaekcuBHocTb csieqyet u3 IU, cumMeTpH4Hoctb 
u3 I[1U, tpax3surusxoctb u3 IV U.) Tostomy ain KaKgoro » T paaaraetca B 
CyMMy NOMapHO He MepeceKalOUMXCA MHOKECTB (KIACCOB IKBUBAJICHTHOCTH). 
OTY 9KBUBAJICHTHOCTh MbI OyJ[€M Ha3bIBATb Y-ThIM LE BUZOPOM A, mpoct- 
panctBa 7, a Kulaccbl AeBus0pa J, Syem OOO3HaYaTh Yepes TY”? (rye u npo- 
GeraeT KakOe-TO MHOKECTBO MHeKCOB). CoBokynHocth Kaaccop 7!” 6ynem 
sanucbipaTh 7/4,. Bripaxenue a CpaBHuMo c 6 no Mogyto -,“ (a = 6(mod ./,)) - 
OyleT O3HAYAaTh, YTO A UO JeKAT B TOM-)KE KIaCCe 9KBUBAIEHTHOCTH mod -J,.. 

Ecim » npoderaet HeOTPUUaTeIbHbIe WebIe 4YNCIa, TO MOCIeOBaTeIb- 
HOCTh JeBus0poB +, yJIbTpaMeTpHYeCKOrO NpocTpanctTBa 7 yAOBIeTBOpAeT, O4e- 
BUJIHO, CJIERYIOULMM YCJIOBMSIM : 

ID. 7/4, cocrout u3 OfHOrO eMHeCTBeEHHOrO KIacca 7° — T (,, TPHBMaJIb- 
Had IKBUBAJICHTHOCTH“), 

11D. [laa seakoro v, Kaabii Kiace 7 € 7/4, apasetca o6beqnHe- 
HueM HeKoTopbix Kaccop 7.”*” muoxectBa T 4,1. 

IID. /laa apyx pasmunpix oaiementow a u b us T cyulectsyer tTaKoe 
weoe 4YUCIO ¥, YTO 

a == b(mod 4,). 


O6paTHo, eCJIM Ha KAKOM-TO MHOMKECTBE T ONpeNesleHa NOCMEAOBATEbHOCTh 9KBU- 
BaeHTHOCTeH 4, youeTBOpHIOUMx ycroBuam ID—IIID u ecan, c ognoi 
CTOPOHbI, JWIA BYX pasIM4HbIxX a,b€ T nonoxKuTh d(a,b) = 1", rae m ectb 
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HaMOO/bilee U3 4MCe “& TakUx, UTO @— b(mod 4,,) u, ¢ Apyrom cropount, 
a(a, @) =O jaa Bcakoro aéT, To erKko MpOBepuTb, 4TO yHkKUMA d yYOBIeT- 
Bopset ycrosuim L[U—IVU u T cranosutca Takum 00pa3s0M_ yJIbTpameTpu- 
4ECKUM MPOCTPaHCTBOM, J\eEBH3OPaMM KOTOPOrO ABJIAIOTCA SKBUBaIeHTHOCTH J. 

OroOpaxkenue y ybTpamerpuyeckoro mpoctpauctBa 7 Ha yJibTpameTpu- 
4yeckOe MpOCcTpaHcTBO 7” OyfeM Ha3bIBATh TOMOMETPUEH, eCIM OOpas Ka*K- 
oro Kilacca v-TOrO JeBUs0pa MpocrpancrBa T ecm KIacc v-TOrO jeBUB0pa 
npocrpauctsa 7, a mpooOpas kaxKoro Kacca v-TOrO jeBu3s0pa 7” ecTb OObeE- 
JMHEHME KaccoB 7-TOrO jJeBusopa 7. Ecam cyulecrsyert romometpua 7 Ha 7”, 
TO MbI OyfeM TOBOpHTb, 4TO NpoctpanctBo 7” roMOMEeTPH4HO Hpoct- 
panctsy 7. 

Usometpuenk ® yjprpamerpuyeckoro mpocrpanctBpa T Ha y.btTpa- 
MeTpuyeckoe mpoctpaHcTBo 7” OyfeM Ha3bIBaTb TaKylO TFOMOMeTPHIO, 4TO 
mpooopas KaxKorO Klacca v-Toro jeBusopa (v= 0,1, 2,...) 7’ cocrouT u3 
OMHOLO kacca v-TOrO eBusOpa NpoctpaHctBa 7; uHaye rosops, M ectTb 
Takoe oTodpaxeHne 7 Ha 7’, 4TO JIA H0ObIX AByX a, b€ T 

d(a, 6) = d’(®(a), ®(6)) (rae d paccrosuue B 7, a da’ paccroanue B T’). 
Takoe oTodpaxenne ® aBTrOMaTH4eCKM OHO-OMHO3HAYHO, T. K. U3 O(a) — D(b) 
cenyet 
0— d’(&(a), &(b)) — d(a, 6), Te. a=b. 

Ham uae Bcero mpuyercd paccmaTpuBaTb M30MeTpuu mpocrpanctBa 7 
Ha camoe ceosa. B Takom cilyy¥ae MbI OyeM NPOCTO rOBOPHTb OO HZOMETPHAX 
npoctpauctTsBa 7. CoBOkyNHOCTh U30MeTpHK MpoctpanctBa T oOpasyert 
rpynny, KOTOpytO MbI OyjeM OOO3Ha4aTb yepés S(T). 

Yuabtpamerpuyeckoe mpoctpaHcTBo 7 OyfeT Ha3bIBaTbCA KOHEYHBIM H 
OMHOPORHHIM, ECM NMOCHEAOBATebHOCTH ero jeBusopoB 4, BMecto IID 
YAOBMETBOPAET OOsIee CHJIbHOMY YCJIOBMIO 

IVD: [na Kaxporo vy cymecTByeT WeE10e YHCAO A,, TaKoe 
MTO KaKAbIM KNacc u3 T/4, ABNACTCA OOBDEAHHEHMEM Ay41 
KIACCOB U3 7/4,41. My+1 OyseT HasbIBATbCA MHACKCOM 4,41 B 4), 
a MOCJI€NOBATEIbHOCTh (7,,7,,...)— NOCHEFOBATECMbHOCTbIO MHACK- 
Bonu poctTpancrsa, 7. 

Teopema 1. -Ecnuu 7 yabtpametTpuuyueckoe KOHEYHOE HM 
OMHOPOMHOE MpOCTpaHCTBO, TO ero rpynna usOMeTpUH S(T) 
TOJyKOHE YHa. 

JlokazaTeabcTBo. Beakad u30MeTpHA, B CHJly CBOerO OMNpeselleHHA, 
MHAyYUMpyeT, MIA KAKOFO 7”, OMHOSHAYHOE oTOOpaxKeHue Bore camoe ceds, 
T.€. MOJCTAaHOBKy KOHe4HOrO MHOKeCTBa T /,. IlycTb OyneT Yi SOU 
M3oMeTpu MH~yUMpyoulmMx B 7/4, TO*KCCTBEHHYIO MONCTAHOBKY. MN suse 
rpynna (7) u oe xapakrepusyerca COOTHOMIeHHeEM d(®,(a), a) = 7", 
quia peakoro a€7T. N° wnpapnantna B S(T), u60 Aa KwKIorO M B S(T) 
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Wa KaxKorO a€ T uMeeT MeCTO 

- 1 =i oa 
d(@®,@ '(a),a) — d(b (0b, @ \(a)), & (a) = d(®,(® '@), ®'(@) = 9”. 
b, 0 €=(T) sr@KaT B TOMKe Klacce mod NX” Torna HM TOAbKO Tora, eCAM | 
OHH Hayy ioe ty-Ke mogycTaHoBKy B 7 4,. Tem CaMbIM, JIA KadKOrO y 
rpynna (7) MM” KoHedHa, HOO OHA UZOMOPPHA rpynne MOACTaHOBOK KOHeY- — 


HOFO MHOKECTBA. 
Iycth WE qn”. Torja Wiad KaKgoro a€T u WIA KaxKOrO Wesoro v 


d(#(a),a) = 7", | 

t.e. d(#(a), a) —0, uw Tem campim, B Custy I1U 
D(a) — a, . 

uTo noKasbiBaet, uTO W—1(S(T)). Mbt Bugum, uTo A) Vi = 1(=(7)). (Xr) 


wenouka rpynnbl S(7) u S(7) nostyKoueuna, 4. HM. T. J. 

Llenouxa [(2°”)] rpynnpt S(7), onpexerénnas B AOKazaTerbcrBe Teopempt 1, 
OyfeT HasblBaTbCH KAHOHMUYECKOH WenouKkow. Bnpewb MbI Oyzem pac- 
cMaTpuBaTb rpynny (7) kak NOJyKOHeYHyIO yJIbTpaMeTpuyeckylO rpynny ¢ 
YAbTPaMeTPHKON, OMpeeIEHHOM KAHOHHYECKON WeMOYKON. 

Tlyctb & u SY Be yibTpametpuyeckue rpynnbl. Mbi Oyyqem rOBOpHTh, 
yTo ’ romomopdbHa ), eCIM CyuecTByeT OTOOpaxKeHHe y YH Ha MY, KOTOpoe — 
OMHOBPeMCHHO SABJINETCA TOMOMOP(PH3MOM aOCTpakKTHOH rpynnbl ) Ha YY HM 
romomeTpnen mpoctpauctpa ) Ha %’. Ecuu-Ke cyulecrpyeT oro6paxenne of 
% Ha 8’, KOTOpoe ABIAeETCA M30MOPU3sMOM adcTpakTHOH rpynnbr } Ha YY uw . 
M30MeTpHen MpoctpancrBa {) Ha O’, TO rpynnbt O un Ay’ GyxeT CunNTaTHCA M30—— 
MOP(PHbIMH. 

Ecm Tpan3uTupnaa noprpynna © rpynnpt S(T) romomopdua B BbILMey— 


KasaHHOM CMBbICJIC aHHOM yJIbTpaMeTPH4eCKOn rpynne », TO MbI oOyqem nn 


OE 


———— es 


Bath S) MpeACTABAeHNeM rpynnb ) (M30MeTpHAMH y YTPTPaMC TEE ae 
npocTpaHctTBa r Ecim {) usomodpua $, TO MbI GyseM rOBOpUTh O TOYHOM 
npeAcCTaBJeHHN yJbTpamMerpHyeckon rpynnpl 4). 


; 


Hycrh @ Gyner yabrpamerpuyecko rpynnoii u [(®”)] e@ nena 
YcraHOBuM Bce mpecraBsenusa (), 

Ecum § nosrpynna rpynnbt (, TO Mbl OyqeM OOO3HAYaTH 4epes G of 
COBOKYNHOCTh (mpaBbix) Kaccop Aymod. Jlit »—0,1,2,... KACCI 
Age ”5 mod x ) 6 OOPasylOT, OYEBUAHO, MOCEOBATEIbHOCTh pansion eenee (SD 
Ha NOMapHoO He Mepecekarouluecsd MHOIKeCTBA. DTA NMOCMELOBATeJIbHOCTb ABHO 
ykopretBopset ycuosuim 1D u ILD. Toxaxem, uro ona tTaioKe yqoBreTBOpsaer 
ycnopuio II’D mu ykaxem coorpercTByioulMe MHeKCHI 7,. Jia 9TOTO MbI OJDKHBI 
ycTaHOBUTh 4nc0 Kaccop ARK” *)S, comepKalluxca B OHOM KIacce BRS). 
Kak Bugno, qian K, K’ER®, AKR°OS wo ARR” “OS, neKaue B OOM 1 
Tom>Ke Kacce mod &°, copnagator Tora U TOKO Tora, ecJIM 


AK'CAKR*S, 


O6o06uenne cunOBCKUX p-no~rpynn CMMMeTpHyeCkHX Ppynn 209 


orkyna cuenyer K'K’ERE YS Te, 


Keen. ao 


Tem CaMbIM UCKOMOe HUCIIO Ny+1 PaBHAeCTCA MH]CKCY 
Nat = (RP ERY GOONS). 


M3 stToro BugHo tawKe, uto ecm [(%)] p-yeno4Ka, TO ja BCAKOrO 
Nl, CTENeHb YUCa Pp. 

TlokaxkeM HAKOHeL, YTO MOCEOBATEIbHOCTH paslOKeHu (6) §) Ha KIaCCHI 
AS) ynoseropset yeosuio IIf[D B TOM M TOJbKO B TOM cyy4ae, ecm 
nogrpynna ) 3aMKHyTa B (S). 

/levicTBuTebHO, yCOBMe HEOOXOAMMO: TycTh OymeT AS) Kace (}/) OTIMY- 
Hb OT S. Benegcrsue ycnosua HID joskun! cyuectBoBaTbh TaKMe welble 
yucia v, 4To KY? He cogepKUT AS. Nostomy N&O — ND HRP—HuH 

y ; 


3aMKHyTa B Cully JIemMbI 3. 


Ecim Hao6opot {) 3amKnyta, To )— QRH. Nycrs 6yzyr AD u BH 
’ 


J[Ba pasHbIx KIacca u3 (} ), M NycTh OyseT » TakOe HeOe 4NCIO, 4TO RO 5 
He cogepxut B' AS. Ho torga BR => AS. 

Koryja MbI Bopesb OyfqeM paccmatpupatb (/ Kak yJIbTpameTpnyeckoe 
MmpocTpaHcTBo, TO OyfeT NOLpasyMeBaTbCA, 4TO FeO MET OO yAbTPaMeTpUKe, 
onpeyeséHHON NOCIEAOBATeIbHOCTbIO. pasIOKeHun OS Ha KaCChI mod R. 

Takum OOpa3om, MbI JOKa3aliu : 


Jlemma 4. Jla yubtTpamMeTpuyeckon rpynob © wu AIA 3aM- 
HYTbIX, M TOMbKO JIA 3aMHYTHIX NOArpynn } rpynnp &, pas1o0%Ke- 
Hve Ha Kacch AR” (v—0,1, 2...) ompeneanet na O/ ctpyKtypy 
ylJibTpaMeTpuueCKOrO MpOCcTpaHcTBa. 

SameuanHue I. Ecam  efnunuua rpynnp (, TO yiibTpameTpn4eckoe 
npoctpaucrso ( §)— ( copmajaer c MpocTpaHcTBOM, OnpeseEHHbIM LenO4KON 
(xr). 

Sameuaune II. Jia 3samnyTou nogzrpynnbl  rpynnpi (, orodpaxkenne 
A—>AS © na © % oro6paxaer knace CR” Ha CR) u, ¢ Apyroi cropoHEt, 
npoodpas B G Kaacca CXS spiserca OObexMHeHHem Ksaccon mod R””, 
Tlostomy, yKasaHHoe OTOGpaxKenne — romomeTpua mMpoctpaHctBa (S Ha Nmpo- 
ctpauctTBo (5/4). 

ViszecrHo, “To ecm a6ctpakTHad rpynna ©’ romomopidHa adcTpaKkTHOH 
rpynne ©, To (’ uszomopdua cpaxroprpynne ( D, rye D WHBapwaHTHaA MOJ- 
rpynna rpynnpr ( — nmpoodpas eqMHuubl rpynmpt (’. KaHoun4eckua TroMo- 
Mopdbuam rpynnpl (% Ha /D ocyusectBiaerca oTOOpaxenuem A—> AD D(A €G). 
Ecau G yaptpamerpuueckas rpynna, To B culy Jlemmbl 4 “ Gawedannsa Il stor 
TOMOMOPU3M ABIACTCA OMHOBPeMeHHO TOMOMeTPHeH B TOM M TOJIbKO B TOM 
cyu4ae, eCcJIM HOPMAJIbHBIM JeMTeIb D 3aMKHYT B (SS. OTUM [OKasbIBaeTCA 
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Jlemma 5. Yabtpametpuyeckasa rpynna (Sy romoMOpdHa yJIbTpa- 
metpuueckon rpynne (, Tora M TOAbKO TOrfa CCIM OHA u3s0MOpHa 
dbaxtoprpynne ( D rpynnb ( mo 34aMKHYTOMY HOPMAJIbHOMY JeAM— 
Teno 2D. 

Iyctb %) nogrpynna rpynnpr (. Ecim kaxkqomy 9/1leMeHTy A€( conc- 
CTABUTb MOCTAHOBKY 

aX » —> AX » 


MHOKeCTBa (9, TO, KaK M3BECTHO, COBOKYMHOCTh 9THX MOACTAHOBOK OOpasyeT 


mpenctaBleHue aOcTpakTHOH rpynnbi (). ByeM 3anmncbIBaTb 3TO MpeACTABIeHHe — 


yepes (5; ). 
VispecTHo, 4TO, BNAOTb JO MOMOOMA, BCe TPaH3MTMBHbIe MpesCTAaBeHMt 
aOcTpakTHOH rpynnbl (} MOryT ObITb NOJYYeHbI TAKUM OOPasOM. 


Ecan ( ysibrpametpuueckaad rpynna, a ) 3aMKHyTad nosrpynna rpynop (, . 


TO Mbl MOKKEM paccMaTpuBaTb (5). KaK yJIbTpaMeTpHYeCcKOe MpPOCTPaHCTBO. 
B aToM cay4ae, IX BCAKOrO WelOrO YM WIA BCAKOrO aIeMeHTa A€( NopcTa- 
Hopka XH—>AXH orodpaxaer Kaxmpit Kaace X’R°S Ha Kaace AX’8™ §). 
Takum O6pa30M, 9Ta NOACTAHOBKa ABIAeTCA HBOMETPHeH MmpoctTpanctBa ( ) MU 
T(G;G/H) ectb nogrpynna rpynnpr = (( ). 
~ ~ Ll MWe. RE ~ 
Tonoxum O° 1 CHC. T(; }) uzomop¢pua, Kak aOCTpakTHas rpynna, 
Ce 

tpakToprpynne (S "; mpHyém M30MOPPu3M OCYLILECTBIAeTCH COOTBETCTBHEM 


A= (X)—> AX) <-> AN* H". 


Byjem paccmatpugath 2((5;(3 9) kak ybTpamMeTpHyeckyto rpynny u OO603Ha- 


uum e€ KaHOHMYecKyIO UenouKy yepes [(T(G;/))]. B cuay onpesenennsa 
KaHOHMYeCKOH wenouku, w3z0mMetput A—(XO—>AXH) nopunaqmexutr kK 


t(G;G/) B TOM M TOAbKO B TOM cuIyYae, CCAM OHA COXpaHAeT BCe KIACCbI 


mod &. Jia aToro HeOOXOAMMO uM JOCTaTOHHO, 4TOOBI A NpHHaieka K 


CeG 
(" uM mostTomMy oOTOOpaxkeHne 

A= (X$ + AX) ——> AS" 
M30MeTpHA MpocrpanctBa I((S;( ) Ha mpocrpancrBo () )*. Takum o6pasom, 
ylbTpametpuyeckan rpynna (5; (/) us0mopdHa yJibTpamerpuyeckon rpynne 
(3 \" MW ABIAeETCA MpeACTaBeHHeM yJIbTpaMetTpu4ecko rpynnb . Dro npep- 
craBiieHue TOUHOR, ecun H* — 1((S). 

PeryApHbIM NpeAcTaBJeHNeM (SS HasbiBaeTCA TO, KOTOPOe MOJIy- 
WaeTCA BbILNCYKasaHHbIM OOpPasoM, eCIM 3a NoArpynny ) B3ATb eqMHULy 1() 
rpynnpr (5). 

Ilycth Oynet Q yabrpamerpuyeckon p,-rpynmoi c p-uenouKon [(R)]. 
B cnsly u310KeHHOH Teopun mpeycTaBeHun, OQ o6NaqaeT mpeyctaplenuamu, 
ABIAIOULMMHCA PpynnaMH MUsOMeTPHA KOHEYHbIX M OAHOPOMHbIX MpOCTpaHcTB C 
NOCIELOBATEIDHOCTAMM MHJIEKCOB, KOTOPble CyTb CTeNeHM P. 


Nhe eal ir ones Ss ; 
NCR? HC RO Ho [(RMH*)] aBaserct Kak pas uenou4Koi rpynnbt 
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Ec, B YacTHOCTH BbIOpaTh BO rlaBHy!0 P-lenouky HM pacccCmMaTpuBaTD 
COOTBETCTBYIOIYIO YJIbTpaMeTpHKy Q, TO MOHKHO NOJYYNTH mMpescraBienna OQ 
KaK Tpynlbl M30MeTPUM yJIbTpPaMeTPUYeCKUX MpoOcTpaHcTB C MOCeEOBATeIb- 
HOCTbIO MHJEKCOB Tuna (p,p,...). Takwe mpocTpaHcTBa Mbl OyjeM Ha3bIBaTb 
p-npoctpaHcrBamu. Cpenn Takux mpescrapienuit Bceryqa uMeloTCA M TOUHBIE — 
HanpuMep perysiapHoe nmpesctraBsenne. 


§ 4. NPOCTPAHCTBA KAHTOPA UM PPYNMbl KAHTOPA 


Mertpuyeckoe mpoctpaHcTBo 10J1HO, eCIM B HEM JNO06aH MOCTe_ORaTeTb- 
HOcTb Kouim umeer mpeest. 

KOHe4HOe HU OMHOPOMHOR yJIbTpaMeTpUYeCKOe NOAHOe MpOCTpaHCTBO Ha30- 
BeM MpOCTpaHCTBOM KaurTopa. p-npoctpaHctrBom Kautopa Mb 
OyJEM Ha3bIBATh TMpocTpanctBo KawTopa ¢ MOCeJOBATeEIbHOCTbIO MHJCKCOB 
Wiha ( DP; P,.4., DP, ...)- 

YubTpamerpuyeckyo rpynny, mpocrpaHcTBo KOTOpOM sABIAeTCH mNpo- 
CTpaHcTBoM Kantopa, Ha30pém rpynnonw Kantopa. Ecan rpynna Kaytopa 
ABIACTCA P,-rpynnov, MbI OyqeM HasbiBaTb eé p-rpynnonw Kantopa. 

B cwty u3BecTHbIx pesybtaToR Bau JlaHuura oO nonosHeHMM MeTpH- 
yeCKUX Ypynn, J00ad yJIbTpamMeTpuyeckad rpynna MOKeT ObITh (MH MpuTOM 
OMHO3HAYHbIM OOPaz0M) MoMOMHeHa JO rpynmbl KanTopa. 

Ilyctb N®,N®.,...,N®,... nocaeqopaTetbHOCTb KOHEYHBIX MHOKecTB N®, 
peanonoxum, uto N°? cocrout u3 1, a@MeHTOB, KOTOPbIe MbI OyeM 0603- 
HayaTb uepes §. I]pudapum k 9TOM MOCeOBaTebHOCTM BCMOMAraTeJIbHOe 
mMHoKectBo N° 3 ogHoro eqvHcTBeHHOro aviementa &. B TreopeTuko-MHOxKeCT- 


ps) 
BeHHOM Mponspeyenun N — [[N weenem yantpamerpuyeckoe paccrosuue dy 


pt 


NomoOKMB: 1. AAA jByx pasHbIx aemeHTOB §==(&,6,...,&,...) ug —= 
etcyec,..., 5,5...) H3 AV, dy(&, 5) = 7", rae m+1 ecth HaMMeHbINee TaKoe 
YMCIO, ATO Gmii = Emi U 2. dy(E&,5)—O ana Bcaxoro §€N. 

HetpygqHo yOequTbes, uro N mpoctpaucrso KaxtTopa c¢ mocieqoBatestb- 
HOCTbIO MHJEKCOB (1), My, ..-, My, ---)- 


Teopema 2. J[na npoctpancrsa Kantopa 7 u 7° u30MeTpUu4HbI 
TOrka M TONbKO TOra, CCIM UX NMOCHEMOBATEMbHOCTH MHACKCOB 


cOBMafaiorT. 
Cnencrsue. Hpocrpaxcrso Kaxtopa c nocseqOBaTeJIbHOCTbIO MHACKCOB 
o5) 
os 7 (7) 
(N,, Nz, ..., Ny, »..) W3OMETPU4HO BbIIeOMpepeseHHOMy MpoctpanctBy N —— [TN 3 
y= ( 
JlokazsaTeabcTBO TeOpemMbI: YcoBue HeOOxOAUMO. /lenCTBUTEIbHO, 
npesqnosoxKuM, YTO 7 UM T’, — uzomerpuyupl. Usometpua T Ha 7’ — m0 cBoemy 
-ONpemeeHuto, HaJlaraeT OMHO-O/HOSHAYHO JIA BCAKOTO Y — 0,1,2,... K@KIbIN 


Kaace T” € T 4, Ha Kacc T@ ET’ A, vu uanyuupyer OSTOMY, OHO-OAHOSHAYHOe 


JI. A. KanyokHnu 


we) 
— 
to 


oToopaxenue MHOKecTBA 7 J, Ha MHOKEeCTBO 7” J;,. Tak Kak 9TH MHOKECTBA 
KOHCYHbI, TO OHM JOJDKHbI COsepxKATh OMMHAKOBOe 4MCIO aeMeHTOB. IlycTb 
(n,, My, -..) Nv, +.) W (My, MY, «++, My, +.) MOCIEAOBATEDHOCTH HHACKCOB Tpo- 
ctpancts 7 u 7’, TOra YMCIO 3JIEMCHTOB B T 4, ny ny... N,, a MCAO 9IEMCHTOB B 
T JI’, noni... ni. Tak Kak 3TO MMeeT MECTO JIA v — 0, 1, 2,... TO OTCIOMa CIERyeT, 
uTo n,- ,. Yenosue ocraTouno. /l1t FOKA3aTeIbCTBa MbI MOKAKEM, 4TO CCJIN 
(1, My, ..., My, «.-) MOCENOBATEIBHOCTH MHEKCOB 7, TO 7 M3OMETPU4HO NPOCTpaHCcTBy 


N a N® onpeyeséHHomy BbILIe. 


? 


Mycrs TET 4,. Coraacuo Il’ D 7 pacnagaerca Ha n,.1 KaccoB T 4,41. 
Bpi6epem aia » 0,1, 2,... WIA KaxKQoro Spee TCT A one 
3HAYHOe OTOOPHKEHHE Yq) MHOKecTBa Kaccos T°*” cogepxKamtuxca BT” H 
muoxectso N°*?. Torna WT) Su, me &.EeN”. NorzoKum 
wW(T) - ANAS N°. 

PexypeHtHo mo # MOCTpOMM TeNepb CueAyOUMM OG6pas0M OMHO-OAHO- 

J 
3Ha4HOe OTOOpaKeHHe y, MHOKecTB 7 J, Ha mHowectso | f N® v-orpeskos 


a 


aJeMeHTOB N: 

1. MonoKum g(T”) w(T) 

2. Ilpeqnonox*Kum, STO CMBL TY ARE “OUDEREIIIE oTOOpaxKeHne Y, MHOKECTBA 
T J, Ha MHOKECTBO I N®. Toraa qin Kaxgoro TET 4A, @,(T) spas- 


yi) 
= id - 
eTcad siementom (&,,&,..., &) mHoxectsa Jf N®. Ecan T° T/4,,, Kaacec 
A= 


o , rm (yv+1 ‘S. 
COMEPHKALLMACA B T” uw ecru Ww) (T® ) Ey41, TO Mbl MOJIOXKAM 


(v1 ct ee « 
peel ’) (55 5 tenn Sorted Bs ered ds 


Iloctrynaa Tak C K@KJIbIM KJI@CCOM H3 UB Be MbI ONpPeWeJIHM oTOOpaxKeHHe Pv+i 
y+ 


mHowKectBa 7 /,,, Ha mMHOKecTBO [J NM, KOTOPpOe OyeT, OYeBUAHO, O;HO- 


Aa=0 


So 


OMHO3HAYHbIM, 

Ilycth y Hor Nix + + +5 Ney w»-) OMeMeHT JV. Jina -BeaKoro == 0, 1) 200ee 
Pv Mos My +++ Hv) ecTh Kace U" € T 4, uw corsmacHo NocTpoeHuio 03, Ue 
OnpejetAeMbIn CXOMAULEMCH NOCeEOBATEBHOCTbIO MHOKecTB U, u™, ete ue 
aleMeHt u3 7 MbI CTaBMM B COOTBeTCTBUN avlemeHTy y € N, 

Jlerko BuyeTb, YTO STHM yCTAHABINBAeTCA B3AMMHO-OAHO3HAYHOR OTOOPA- 
*KEHHE MpoctpancrBa N na mpocrpancrso 7. Corsacwo ompejeenuio yibTpa- 
MeTPHKH, 9TO OTOOPAKeHNe GyfeT UBZOMETPHeH, 4. HU. T. J. 


Teopema 3. Tpynna usomerpuii Kantopa mpoctpauctBa 7 c¢c 
NOCNELOBATEMbHOCTbIO MHACKCOB (N,, M,..., Ny,...) ABIACTCA MEeTA- 
CUMMETPUNeCKOM rpynnow S,,.,,,... MeTACTeNeHM (N,, 1), ..., Ny, ah 
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Jloka3zarTe1beTBO. Dra Teopema HeNOCpeCTBEHHO CleyeT U3 Teopempi 2 
Hnocienyrouxero CrencTBUs. /leAcTBUTeHHO, MpoctpaHcTBo T u30MeTpu4HO M1po- 
lo 2) 
Sg i (A) N i 
ctpanctny N- tl N™, Tae Kaacest N /}) no »-romy zesusopy  apastiotes 


KaK pa3 MOJMHOKECTBAMM a/IeMeHTOB us N Cc copnajaioulumMu v-oTpesKamn. 
Usometpus npoctpancrsa N ecrb so6aa noycranonKa MHODKeCTRa Takad, 4TO 


AA KaKKOrO v——0,1,2,... Ona oTo6paxaer Knacc us N/J®) wa knace Toro- 
KE MHOKECTBa. CoriacHO u3o%KeHHOMy B § 2, 9TH MOJCTAHOBKM Kak pas 9v1e- 
MEHTBI M€Ta-CHMMETpUHYeCKOK rpynnbl S,,,,...., 4. ue T. J 
Hyctb [21(%1, %, ..., X»-1)] (v — 0, 1, 2,...) Ta6rvupl npezcraBarolune 
v-1 
Beer HS Gp, 4, (X41, X2, -.-, Xv € LT N™ uw 2,(%y, Xa, «++» Xp-1) OTOOpA- 
A= 
v-1 : 
xenne |] N“ cK : OK : 2 
aa B CAMMeTPU4eCKytO rpynny mogcraHoOBOK MHOoKecTBa N’’”’). Takas 
TaOsmua coxpanser pce Kaacchr us N 4 rorga wv ToubKO Torga, ecm ja 
Rae=* 2 ,(X), Xo) .--, Xy-1) = 1(S,,,), T. €. CCAM Bu(X,,X,~-., Xw1) OTOSparkenne, 


TOMJIECTBEHHO PaBHOe TOOKIECTBEHHOM MOscTaHOBKe MHOxKecTBa N“, Copoxyn- 
HOCTh TaKMX MOMCTAHOBOK ABIAeTCA MHBapMaHTHOHM mosrpynnou KR” rpynnbi 


_~ 


Rainy; ...» [(n)] ecrh Kak pa3 Ta KaHOHMMeCKat UeMONKA rpynmpl ren, (, 
_koTOpad mO yCJIOBMIO NMpouioro naparpada onpefeiser yJIbTpaMeTpuKy B 


=~ 


Ons, Woy iy OT aad 
CormacHO 3aKOHy yMHODKeHMA TaG/IMI MOgcTaHOBOK (1, 6), Be TaG/IMIbI 
HaxOmATCA B TOM-Ke KIacce mod X”? tTorga uM TOKO TOrfa, eC UX MepBbIe ¥ 


KOOpAMHaT cOBNnayawT. Ecaim MbI OO603Ha4MM 4epes Tr’ muokecrBo  Bcex 
yt 


orobpaxennit Jf N® 8 cummerpuyeckyio rpynmpl S,, MHOoKeCTBa N°. x0 
A=) 


Cae 
BUHO, 4TO S,,,.,,... M80Merpu4no npocrpanctsy [f/f 1 ¢ coorgercrayoueii 
. v=1 
yaAbTpamerpukoi. STO nNoKasbiBaeT, 4TO  y.IbTpameTpu4ecKoe —MpocTpaHcTBo 
rpynnbt S,,,,.,,,... AblaeTca mpoctpancrBom Kantopa ¢ mocaeqoBaTesbHOCTHIO 
ungexcos (n,!,(n !)", (n,!)""", ...). Ppynna €,,,, »,,... CCTh CleqoBaTesIbHO rpynna 
Kantopa. 


Mepeiigém tenepp K YacTHOMy c.ly4aio p-mpoctpancTrBa KaxTopa — 
TIpOcTpaHcTBO, KOTOPOe MbI OGO3Ha4HM Yepes E,. Ppynna usomerpuw storo 
mpocrpancrBa ecTh MeTaCHMMeTpu4ecKas rpynina S,, »,... MeTacTemeHu (P,P, aa 


es 
Te) 
CoracHo Teopeme 2, MoxkKHO paccmaTpuBatb-E ,, KaK MpOCTpaHcTBO / TE, rne 
reat) 


mat A == 1, 2;-.%., MHOMKECTBA E™ cocrost us P 3NeMEHTOB, Aa MHO)KECTBO E® 
‘COCTOMT M3 OfHOFO 9gIeMeHTa &. Bpidepem 3a E® muookecrBo asleMeHTOB Mm0JIA 
Tanya G,, cocroamero us p oemeHToB. Takum o6pa3om, E., CTaHoBurcs 
BEKTOPHbIM MPOCTPaHCTBOM C4eTHOrO M3MepeHHA C OCHOBHbIM MOJIeM onl ae: 
E_ — muonectso pexropos £ = (&, &, &,...) (rae § — dukcnposanHpm oe- 


co 
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MeHT, a &;, 2 1, 2, ... mpoOeratoT HEBaBHCHMO {pyr OT Apyra SeMEHTbI MOLT 
3 . 6 E.) : 
G,) ¢ yJlbTpamMeTpHKOH, OMpeeeHHOM eBH30PaMH J® taKMMH YTO IT 
X (Sy, 6. Sa, areal Yi (No» M1» Ne» a 
E, 
Xa ¥(medae=) 


Tora MU TOJIbKO Tora, ecru §& na Mia A=». 

O6osnauum uepes [a] (aeG,) unKIM4eckylO MOACTAHOBKy 2 —>+N+a@ 
muowxectsa E, a uepes [G,]°? — copoxynnoctb Takux mogcraHoBok. IIput 
3TOM OOOSHAYEHHE JIA MPOMSBEeHHA ABYX UWMKIMYECKHX MOACTAHOBOK HMeeM 


[a]°” [o]’” ~ [a+ 5), 
u [G,] sapaserca unKIMYeCKOn rpynnomt mopaqKa p. 


oe 
Hycth Ys — noanoe npoussegenve rpynn [G,]:8,— 77 [G,]”- 
‘ v=! 


| ABIAeTCH PpyNNon HEKOTOPbIX H3OMeETPHA MpocTpanctBa EL, WM MpH Halen 
OOO3HAYEHMH, TAOIMUbI MOACTAHOBOK, COOTBETCTBYIOUINE 9.IEMEHTAM 3TOH rpynnbl, 
NMWyTCH B Bue [a,(Xp, Xx, .+ >> X»-1)], BME Ay(X,, Xe, -- +> Xp-1) (V == OF ae 
CyTb (YHKUNH CO 3HayYeHHAMH B G,, OMpeqenéHHbIe Ha NMpocTpancTBax F, + 
(v—1)-otpeskos azlemeHTOB E,. Sakon MpouspesqeHuA STHX TAO, YaCTHBI 
cayyan oOulero 3aKoHa (1, 6), ceqyroulMn: 


(4, 1) [ty (5 Xerxes eed) (Oe cre tong ee en 
— [a,(x, +, Xq te B (2) weg Heer 4-20, La, wee eee) se 


r 


Equnnuei LB) sapiaetca TaOsmua, re BCe a,(X,,X, ..., X»1) ToRMeCT- 
BeHHO paBHbl 0. Jlia KaKIOH TAaGIMUbI [A,(X,, Xs, ..., X»-1)] OOparnaa Tada 
- 3 -1 ‘ 
(a (34%; Sees Xeni) Danae 


(4,2)  ~ [ay(X,, Xa)». -5 Xv-1)| = [—4, (X, — 2; X— Gg — a), 


Ilycth D. — rpynna tra6nmy us Y_, Ss NepBbIX KOOPAMHAT KOTOPbIX 
TOOKJECTBEHHO paBHbl O. Mbi OyemM rOBOpHTb, “TO 9TH TAOMUbI Py OuUH BI! 
= $s. D, — MHBapMaHtTHad nogrpynna rpynnp Y, Bcex Hs80MeTpHi, COxpaHsa-— 
roux Kiaccrl EL”, te. D,— PB, NK”, uw [(D,)] — KaHonmyeckat 
wenouka rpynnb Y_. 


(4, 3) A = [ay (Xi) -X15% 4%; Xi)] = B= lb, Gy, a, ste ee (mod 2.) 


TOra M TOJIbKO TOrla, CCIM MepBble $s KOOPJHHAaT 3STHX TadUy COBMAaarorT. 


Ooosnauum yepes =”) mHoxKecTBO BCeX OTOOPAKeHHii ty (X,; Xa} <5, Gee 


E,1 6B G,, Torja yabTpametpuyeckoe mpocrpancrBo rpynnst YB. 430- 


» 

Merpu4Ho mpoctpancrsy [J =”, +. e. | — rpynna Kantropa c nocreqowa 
vw=0 

2 : 

TCJIbBHOCTbIO MHeEKCOB (p, p’, p",...). Tem CaMbIM: 

b ‘ Bee ppnmeckasanHoe sipaseTcad HEMOCPeACTREHHBIM OGOGULEHHEM TeOPHH, H3A0- 
*KEHHOH B padoTre KaLouNINE nae 
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1. %, apaaetca p_-rpynnon. 
2. %,-— 3amknytad nogsrpynna rpynna =,, 
MpoctpaKctha FS)», ). 


: 
PF I” SB ID, = % = | / [G,)”, 
G= 


pp... (M60 YB, nonnoe nog- 


4 ’ (v (x o =) > 4 
wtem cambim I, 8"? St” apanetca cuAOBCKOM p-nogrpynnoi rpynna =,,,,... K°~ 
~~ = 

_—— “7.p,---.p-° 

& 


Vis pesyaptaton ban Jlanuura®, a TakwKe uz Gonee OOUIMX pe3y-InTaTOB 
Ky powia® spirexaet, ut0 B cuny cpoficts 1—3, rpynna §, aBaaetca maKkcu- 
_MaAbHOK p ,-Nosrpynnow rpynna S,,,... M 4TO BCe MaKCUMAIbHbIe p-nogrpynnel 
rpynnbt S, »... MzoMOpdHbl Mexsy co6ON. 

B npoutom maparpade mMbl BuyertM, 4TO BCAKaA p_-rpynna o6sajaerT 
—TOSHbIM MIPCACTABIeCHHACM MZOMETPHAMM P-IIpPOCTpaHCTE. 
| Ecau  p,-rpynna Kantopa, To ona O6nafaeT TOUHDIMM MpeACTaB.leHHAMM 
WZOMETPUAMM pP-MIpoctpaHctga Kaviropa, T. €. S,,.... COMepxKUT 3aMKHYTY1IO 
nosrpynny , uzomopdxyro SY TakxKe 3aMKHyTad Nosrpymna HeKoTOpoN 
MaKCUMAIbHOK p_-nosrpynnb OQ rpynnp S, ,.., “ B CHAY BbILeCKasaHHOrO 
rpynna © uszomophxua rpynne %,. ITuM noKazaHo, 4TO 00a p-rpynna 
Kawropa uz0MOphHa (NO KpanHen Mepe OAHOK) 3aMKHYTOM NOsrpynne rpynnpi L, . 

Haxoneu, ecan  npovspoibHad p,-rpynma, He O6a3aTeAbHO NO.1Has, TO 
eé uceria MOAHO NorpysvTb B p,-rpynny Kantopa 9, u, Tak Kak  uzomopipHa 
HEKOTOpOK noszrpynne rpynnp t,, To u rpynna  uz0mMopdHa HeKOTOpOK noz- 
rpynne stow rpynnpi. Takum o6pazom, 

AAA BCAKOK p_-rpynnb ©, Lb, coxqepxuT nosrpynny, uzomopd- 
nyt © C apyronw cropoun, rpynna Y%, cama p,-rpymma; Tak 4TO, 
ecan U-rpynna, koTopaa cosepxKuT 214 100K p,-rpynnb ) nog- 
rpynny 9, uzomophuyw , TO B cosepxuT Take B 4aCTHOCTH 
noarpynny uzomopduyw %&,. B atom cmpicae rpynna YB, ecTb yHu- 
BepCatbHaa rpynna Aaa p,-rpynn.?’ 


D. 
f) 


§5. XAPAKTEPUCTUYECKHE NOATPYNNbI TPYNNMbI %, 


B wnpeabiazyulem naparpade Mbl oOxapakTepuzoBaiM rpynny Y, kak 
cusORCKyIO p,-loarpynny rpynnbl uzomeTpum p-npocrpanctBa Kaxtopa. Mbt 
Buseiu, Kpome Toro, 4TO 8, qomycKaeT (KAHOHM4ECKYIO) y-IbTpaMeTpUKy, COOT- 
petctayioulyio uenouKke [(D,)], rae D, nogrpynna taOauy rayOuHbl = s. OTHO- 
CuTeAbHO 3TOM yaAbTpametpuxu ‘$, aBiaeTcaA rpynnow Kaxtopa, u AIA 
xaxgsoro s—0,1,2,... paxrop-rpynna J, D, usomopdHa rpynne PY, radinuy 
‘paunra s. 


8 Cm.2, 

9 Cm. 4 

iy we enmHcTReHHad yHMBepcatbHad B 9TOM CMbICIe p,-rpynma. JlerKO JaTh 
oe 

Npumepst apyrux Takux rpynn, He uZOMOpPHBIX rpynne YB. 
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B arom maparpade Mbl OOOGWIMM pesy/IbTaTbl O XapakKTePUCTHYCCKUX 
nogrpynnax rpynn B,, yCTaHoplenHbix B padoTe KALOUJNINE [1], Ha cs1y4ait 
rpynnp s_. 

Pesiomupyem CHadasia TO, YTO ObLIO fOKA3aHO B UMTHpyemMon padoTe 
quia Xapakrepuctuyeckunx mosrpynn rpynn ‘f,,. 

Ppynna f,, ABIAeTCA NOJHbIM NPOMSBeeHHeEM UMKIMYECKUX Ppynil MOpAAKa 
PM MOKEeT ObITh MpeyctaBieHa B Bue PpyMnbl Tad 


(5/1) 7 A= [o alx) 0G, OG a [a (x; Xa; <4" ee 
(ree@e int = 1, 2. ., 11 PU ae ss X,-1)— yHKUH, apryMeHTbI M 3HaYeHHA 
KOTOPbIX MpoderatoT nose Tanya G,) C 3aKOHOM YMHODKeHHS: | 

(5,2) AB=T[a, a(x,), ««-, (Xj; Xs «<0; Xmet)] 10; 0400), «2s, OC, Xap eee 

= [a+b, a(x,+ 6)+ d(x), ..., A(X +8, xX, + O(%), .. «5 Xma+ 
+ BUX, Bay 26 55 Xm) FOS Mey --5 Sea 

PyHKuMu a(X,,X2, ..., Xy-1) MOWKHO PaCCMATPMBATb KaK MHOFO4eHbI OT Mepe- 
M@HHBIX X,,X),..., Xy-1 C KOapPpuuMeHTaMH u3 G,, MpH TOM TakHe, 4TO UX 
CTEM€Hb OTHOCUTEJIbHO KAKOM M3 MePeMeHHbIX He MpeBocxogquT p—1. (Takue 
MHOPOWIe€HbI MbI OyeM Ha3bIBaTb MpMBeeHHbIMM). /leMCTBUTeIbHO, 4TOObI 


MIpMBeCTH Q(X,, X.,..-, X»-1) K TaKOMY BUHAY, JOCTaTOUHO NPHMeHHTb (POpMyJly 
Jlarparxa: 


(5, 3) A We shige eee ot | 
p p < es 
ay ~~ X,—XxX! X—xXs Xyu— Xd 
“== Ps -=—... lt fer, Oy, . +; Crate 
(iim yay Cy WV EGp X Gp Xs. X Gp Xj — Uy Xy— Nyt 1 


C apyrom cropoubl, M3BecTHO, 4TO ABA MHOrOWTeHa f(X,,X%2,...,Xy1) U 
£(X1,Xy,.-+, Xy-1) ud KOMbUA G,[X,, X%, ..-, Xy-1] MHOFOWICHOB MepemMeHHbIX 
X),Xo,..+,Xy1 ONpepeaoT OfHy M Ty>Ke (yHkKuMIO Tora M TOMbKO Tora, 
€CJIM OHM CpaBHMMbI MO MOMyO Meata (Xi —X,, X3'—X,, ..., Xp1—X,1). Tem 
CaMbIM TIpefcTaBieHne PyHKUMH NPMBeAEHHBIMM MHOFOYEHAMM OHO-OHO3HAYHO. 
Hlostomy Mbl Bnpelb OyeM paccMaTpuBaTh (byHKUMH a(X,, X2,..., X»1) Kak 
NpuBeCHHbIe: MHOrOWIeHbI. I]pH atTOM yCJIOBAM yMHOKeHMe TaOJIMM M0 BbILIey- 
Ka3aHHOMY 3aKOHY MPOBOAMTCH Kak PalMOHaIbHadt ONepallua B KOMbUAX 
G)[X,,X,.--, Xs], mocwe ero MHOrOWIeHbI pesybTaTa pesyuMpyroTca 
mod (xf —X1, xX! —xXy, ..., X1—X,1) K MpuBeseHHO chopme. 


1 B padore Katouynine [1] 3akon ymHOxeHHs TAaGAMU, ONPemeréH B BHe 
[Q(X y)'« «05 EO peep 1 op ead) [Ope Genes see Brees | Xen) 
== [a+ b, a(x,;) + b(x,—a), ..., a(X1, X2, ..., Xm- + O04, — a, «26, Xpir t 
+ 6%, —4, ...., Xn—u— A(X], Xp »--; Xmoa))]. 
ITO OOHACHAETCA HECKOABKO MHbIM ONPeAeTeHHeM TAAL B dTOI padore. Bce npuBeneéHHbie 


TAM JOKABATEACTRA OCTAIOTCH JOCAOBHO HEH3MCHHbIMM, CCIM 3a 3AKOH YMHOOKCHUA NPUHSATS 
TOT, KOTOPbIM ONpefencH B HaCTOsUee padore. 


' 
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BgeyéM B COBOKYMHOCTM MpuBeTeHHbIX OHOUWIEHOB JleKcukorpaduyeckunt 
nopaqox. C sor WeIbIO Mbl ONpeseIHeM BbICOTY NpuBeReHHOrO 


OMHOUNeHA X,—xi' xv... x01 Kak uncno: A(xi' x? ... Kae) See | SS 
fee 4-1 p’. Ecnw muorounen f(x,,%,..., Xy1) ABIAeTCA CyMMOM 
> C; NX, PasIM4HbIX OMHOWIEHOB Xz, TO 3a BbICOTY WAT Oe pn ees) LM Os 
rousena f(xX,, X%,..., X,1) Mbl NpMHMMaemM HanGoNbUIee U3 Uncen 2 TaKUXx, 
“NTO Cc, + 0. 

laa Ta6anupt A = [a(x,, X%,..., X,-1)] MbI OGo3Hayaem 4epes | A], BEICOTY 
eé ¥-TOM KOOPAMHATHI A(X,,X%,...,X,-1), A MOCMEMOBATEIbBHOCTH TWeIbIX UMCeL 
<\Al,, Alo, ...,|Alm> Mbl Ha3bIBaeM MHAUKATpPUCOK TablMUB A u 0603- 
Hayaem e€ yepes | A|. (JIerko BugeTb, uTo O = |A|, =p”!. C apyrof croponut, 
BCAKAA NOCMEMOBATeEIbHOCTh K =< ky, ky, ..., Kn > Wembix uncen 0 =k, <= p”!— 


UHAMKATpuCa KaKOU-TO TaOJIMUBI.) 
B copokynHocTu Ta6M (MH MHAMKAaTpHC) MbI BBOAMM YacTH4Hy!0 ymopayo- 
_4eHHOCTb, nosoKuB |A|=|B| Torga wu TONbKO Torfa, ecm Ia KaKIOTO 
oine,..., mm, [Alp =|B 


B aa KALOUJNINE [1] OKa3bIBaerca Cuemyrouree : 


ve 


1. Econ K=<k,, ky, ..., kx > WHAUKATpUCa, TO COBOKYNHOCTh Ta6- 
tun A€Y, tTakux, ito |A|=K oodpaszyer nogzrpynny rpynns &y. 

Takyrto noyrpynny Mb Ha3biIBaeM NapadaenoTonuueckon MOZ- 
rpyuuon (coxpameno T. I1.), a mocregonatenbHocth K — WHAMKarT- 
pucon aton IT. IL. 

Scuo, uro IT. II. snoHe onpejensetca cBoew wHquKaTpucon. |” 

2. T.11., Booduje ropopx, He MHBapMaHTHbIe Mosrpynnpr rpynnpr. Ho 
MO}KHO XapakTepH3OBaTh TE CpeM HUX, eee OONaaiwoT ITAM CBOMCTBOM. 

Pe = <0, 0. ., O; Keita Kee, +s «Km Te Ay MEPBHIK Hepa 
HbIM HyJ10 wen K) ered tenes Le Tl. (3, TO nOo~rpynna ( MHBa- 
Mpuantha TOrfa uw TONbKO TOrja, ecau Aa o=S+1 ke = p™*—p'. 
2 Vingapuautunie TF. 11. mot o6o3nauaem yepes I. I. UM. 

3. OxaszpiBaeTca, 4TO Aaa p+ 2 coBoKxynuocts JT. Il. MW. copna- 
yaeT C COBOKYNHOCTbIO XapakTepucTMy4ecKkuXx NoArpynn By.” 

MoxKHO yCTaHOBUTb MHAMKATPMCbI PasIM4HbIX XapakKTepUCTHYeCKUX MON- 
rpynn, onpeqeténHbix BHYTpeHHUMM CBOTCTBAaMM rpynnbl ‘f,,. Tak, Hampumep, 
W-TbIt WICH HMCXOAAMerO WeHTPaIbHOrO pa UMeeT MH/MKAaTpucy 


4 (5; 4) <(1—p)*, (p—")*, (p—e)*, ory (p+ —«u)t s 
(rae (a)* = Max(a,0)). Oxaspipaerca, 470 B rpynne Ys, HMCXOALMH M BOC- 


XOJALIMM WeHTPaJIbHbIe pAb COBMAaarorT. 


12 JIerko Bugetb, aro copoxymnocts I, I. o6pasyer ~uctpnGyTuBnyio crpyKTypy. ITOT 
(pakT B HEABHOM Bue HEOAHOKpPaTHO ynotTpeOmaeTca B padore. 
13 [Inst p = 2 9TO yTBepxKqeHne HeBepHO. 
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Bee 1 Ren nee pesyIbTaTh MerkKO OOOOUIaIOTCA Ha Cy4YaH rpynnel 
Yo(p + 2), ecm Mbl OyeM paccCMaTpHBaTb YS) KaK yJIbTpaMeTpuyeckyto 
rpynny c Cooma MeTPUKON WM yCJIOBUMCA: 

a. PaccmaTpubaTb TOJIbKO 3aMKHYTbIe NOArpyanbl rpynmp YS _. 

TlonHuMaTb NOM aBTOMOppu3sMOM rpynnb Yb, TObKO TakHe, KOTOPbIe 
CoxpaHaioT eé ysbTpameTpuky T.e. COxpaHAIOT B WeIOM Bce rpynnbt D,.*4 
XapakTrepucTM4eCKUMHK NOATPynnamMn OyseM Ha3bIBATb TOJIbKO 
Takue 3aMKHyTble NosArpynnb Y,, KOTOpble COXpaHAIOTCH MpW BCeX aBTOMOP- 
(pu3Max B BbILUeyKa3aHHOM CMBICIIe. 

IIpu 9TMX YCJIOBMAX BbILUeYKAa3aHHble Pesy/IbTAaTbI OOOOULaOTCH CJIeslytO- 
IMM OOpa30M: 
TawKe Kak B Clly¥ae PpyMMbl, MbIl NPHHHMaeM 3a KOOPAMHATHI TaOJIMILbI 


A = [a(X, X:,..., X» i)JEX, mpupeqennbie MHOrOUTeHbI C KOadPpHUMeHTAaMM 
u3 G, M ompefesteM TakUM 1Ke OOpa3s0m UHAUKaTpUcy |A| =< /Al,,|Alo,...,|Aly,.- 
ITO GecKOHe4HAA NOcMeOBaTeIbHOCTh K —<k,, ky, ..., Ky, ...> WesbIx pallMo- 
HaJIbHbIX 4uCel k,,O = k, = p”'. Temu-ke ycJIOBMAMM, KaK WM BbIIUe, MbI 
OonpefesiaemM YaCTHYHbIM NOpAAOK TaOMW (uM MHAMKATpUc). 

1. Ecnu K=<Kj, ky, ..., Ky, .-:> HHAWKATPHCa, TO COBOKYREGoee 


TaOmmu AEY,, Takux uto |A|=K, ectb (3aMKHyTadA) NoArpynna 
rpynnp Ys, 

JlevicTBUTeJIbHO, O6O3HAYMM Yepes (Sx, COBOKYMHOCTb TaOJIMU, yOBIeT- 
BOPAIOLUMX BbILMeyKasaHHOMy ycoBHHO. Torga ia KaxKoro s — 0, 1, 2, ... SeD 
€CTb ee oce: Bcex TaOmuy A’, cae uTo |A’| =< k,, Ke,..., ke, D*, Dey 
UW GD, D, apnaetca T. 11. rpynnpi B/D, ~ B.. Ge Ds gua noyrpynnpl ‘fs , 
M TeM-KE CBOMCTBOM OOJIajlaeT UX seincesenne ASK 0s == Ses 


Tak-Ke, KaK M B CJly4ae rpynnbl YS), MbI Oynem Ha3blBaTh rpynny Wj 
P11. rpynnp ,, a nocreqoparetbHocth K eé MHAUKAaTpUCoO;. 

2. Econ K=<0,0,...,0, Keit, Kero, ...> (rae kui MepBHI HepaB- 
HbIMHyIO YeH AK) — wuupukatpuea T. Tl. & rpynns BL, To nop- 
rpynn @ wHBapMaHtTHa B YS, TOrfqa M TONbKO Tora, ECM WA o = 
=s-+1 wWMeeT’ MECTO HEpaBeHCTBO 


Ke > ee 1__ ps, 
/levicrBureAbHO, yclopue joctaTouHoO, Ec ono YAOBJETBOPAeTCA, TO ai 
Kkaxoro v0, 1, 2,.... GD, D,— unsapuanrnasa noyrpynna rpynnpi Y, D,. 


Hogrpynnbt 6D, MHBapwaHTHb! B YS) uM TeM>KE CBOMCTBOM OOJaqaeT MUX 
nepeceyenne (5), 


C apyron cropoubl, ecm nowrpynna () MHBapwaHTHa B YS. , TO fA 
KaKorO v—O0,1,2,... noarpynna SD, unBapnantua B P,, a GD,/D, wnpa- 


4 Ocraetcd OTKPbITHIM BONPOC, He BCe-1H ABTOMOPdHSMBI AOCTAKTHOIT rpynnpr jb 
oOOnagaroT 3THM CBOCTOM. B pa6ore KatoujNine [1] Obin0 poKasaHo, 4TO B rpynne ,,D, 


XapakTepucTnyeckne NOArPyONbl; HO NpH WOKASATeNbCTRE Mbl NOJb3SOBANHCh B HEABHOM buye 
TeM (pakTom, 4TO Ml KOHEYHOe YHCIO. 
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BapwaHTHa B YD, 


Ho wHyuKaTpucon rpynna WD,/D, Oyger 


~ ) 
<0, 0, . +, 0, sei, ..., k,> OTKYIa MbI BYAMM, 4TO ykKa3aHHOoe yCJIOBMe He- 
OOXOJIMMO. 


Kak mM B CjlyYae KOHeNHOrO m, mHBApuaHTHBIe T. I. rpynnpr Ys » Mbl 
ooosHayaem Yepes LT. II. V1. 

3. Copoxynunocrts IF. Il. WU. rpynns Bi(p +2) copnagaert 
€ COBOKYNMHOCTbW XapakTepHCTHYeECKHX NOArpynn yaptpa- 
MeTpu4eCKOH rpynnn f.. 

Ecau ( xapakrepuctuyeckas nogrpynna, TO 1a KaKOrO vy —O, 1,2, ...OD,, 
TawKe XapakTepMCTHYeCcKad NOsrpynna rpynnpl js _ mea hs Src epucriacen 
mogrpynna mo ycrosuto 6). Moxaxem, uro (SD, D, apaaerca T.1. VW. rpynnos 
Ba Dy ~ Lie 16 
Ilycth W=— (Wy, W.,..., W,y,...)— GOeCKOHEYHAA MOC IeOBATEbHOCT 
BJIEMEHTOB W,€ G,, MpM4em Bce W, + 0. Onpegesum oTOOpaxenne W rpynnpi B , 
B Ce0d, NOJOKUB WIA KAKO Ta6sMubr A EY, 


Senge A) W([a(x,, 4, --., X-2))) = [wr a(wi' x1, wo’ x, ..., Wo. Xa) ]- 


Jlerko mpopeputh, uTo W sapaaeTcA aBTOMOpdu3sMOM Tpynnbl, AOMyCTHMbIM B 
CMbICNE yCIOBMA 6). COBOKyMHOCTb TaKHX aBTOMOPU3MOB OOpasyeT aGeeBy 
rpynny YW. Ecan ( xapaxrepuctuyeckat mogsrpynna rpynnpr Y,, TO AA 
_kaxjoro WE WwW WS). W ungzyuupyer B Yb, /D, ~ D, apromopdusm W,, 
onpefeJéHHbIN aHaJIOPMYHbIM Se ge BL, WA coe eons ab HOC (W,, Wo, -..» Wr), 
W, coxpanset noszrpynnp (SD, D, rpynnpr Ys, /D, ~ Y,. Ho B pabote KALOUJ- 
NINE [1] Obl10 foKa3aHO, 4TO MHBapMaHTHas nojrpynna rpynnp Ys,, coxpa- 
HaAeMad aBTOMOpdu3mMamu W,, spsaetca TV. 1T1.U. rpynns ,. Tloasromy nog- 
“rpynna D,/D, ects F.1. WU. rpynnsr 8, D, u nogrpynna D, ects T. Il. M1. 
rpynnp 3. Ho rpynna ( copnagaet c nepeceyenvem rpynn (SD, (u60 © 
3aMKHYTA@ B CMY ycs1oBuii a) u 6), M NOaTOMy cama ABAeTCA T. I]. WU. rpynnpi 4 ,. 

C apyrom cropoup, ecum ( ectb [. II. WU. rpynopr Y,, To TemM~Ke 
CBOMCTBOM OG6sIafatoT Mu Bce (JD,-GD, D,— VT. T. UW. wu caeqoparesbyHo xapak- 
TepucTu4eckad mosrpynna rpynnp Yb. Ho rorga u (1) D,— xapakrepuctu- 


y 


t 
yeckad nosrpynna rpynnp },. 


(leery nu a07 13. TV, 1951.) 


15 Mbl He MOMKEM HeMOCpeACTREHHO yTBEpKgATh, YTO WO Dy'Dy XapakTepucTH4ecKas 

nogrpynna rpynnp $,/Dy, u60 He ACHO (Mu 9TO FAKE HenpaBusbHO), YTO 11000H aBTOMOp- 

_ dpuam rpynnpi $,/ Dy MOKET ObITh MPOAOMKEH B aBTOMOp(usM rpynnbl % ,.. ITO OOCTOATEAbCTBO 
 HEMHOFO yCNOHKHACT OKAsaTebCTBO. 
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UBER EINE VERALLGEMEINERUNG DER p-SYLOWGRUPPEN 
SYMMETRISCHER GRUPPEN 


L. KALOUJNINE (Berlin) 


(Resum é) 


In meiner Arbeit ,La structure des p-groupes de Sylow des groupes symetriques | 


finis* (Ann. Ec. Normale, 3 (65), (1948), p. 239-176) wurden die Eigenschaften der © 


p-Sylowgruppen \,, der symmetrischen Gruppen S)” des Grades p™ untersucht. Unter 
anderen sind dort die charakteristischen Untergruppen der Gruppen ,,, bestimmt worden. 
Diese Untersuchungen sind mit Hilfe der Darstellungen der Gruppen },, durch s. g. 
»labellen“ durchgefiihrt worden. 

In der zitierten Arbeit wurde folgendes gezeigt: Ist G, das Galoisfeld von p Elemen- 
{en (p eine Primzahl), so sei a(x,,X»,..., X)) eine Funktion von / Variablen, deren Argu- 
ment- und Wertbereich G,,i t. Als Tabelle des Ranges m bezeichnete ich eine Folge 

A ax (a, a (Xs); 204 pe) «cay Bhp ay ee 
von solchen Funktionen, wobei die erste Funktion eine Konstante a€ G, ist und allgemein 
die »-te Funktion (—diese heif®t die »-te Koordinate von A) a(X;, X2,.-.,Xv-1) von v—l 
Variablen (aus G,) abhangt. Definiert man eine Multiplikation der Tabellen durch die 
Festsetzung 
CACLCH Rend Cane Oman cent VOLE st Rare Ube mec eye Nh —— 
= [a+ b, a(x, + b) + B(x), .-., @(X, + 8, Xo + B(x), --., Xm—1 + B(Xy, Xe, «-+5 Xm—2)) +> 
== D (Xa Xen ses pe). 

so bildet die Menge der Tabellen eine Gruppe \,,, ,, ist einer p-Sylowgruppe der sym- 
metrischen Gruppe 5)” des Grades p” isomorph. Durch die Anwendung der Lagrangeschen 
Interpolationsformel lassen sich die Funktionen a(x,, X5,...,X,) als Polynome mit Koeffizi- 
enten aus G, in den Variablen x,,X5,...,xX, schreiben, wobei der Grad in keiner der 
Variablen p—1 iibersteigt. Nimmt man diese Schreibweise an, so kann die Multiplikation 
in der Gruppe },, als rationale Operation in dem Polynombereich G,,(x,;, Xs, ..., X,—1) auf- 
gefaBt werden. Die Auswertung dieser Idee ergibt weitgehende Auskunft iiber die Struktur 
der Gruppe {,,. 

Die vorliegende Arbeit ist der Gruppe ,, der unendlichen Tabellen 

A == [G).a(%)), A(X; Xs)).<025 A (Xy, Xe ony Ae 

mit der Multiplikationsregel 


[a, a(x;), a(X,; Xa), ...] [5, OX), O(x;, Xo), -.--] 
= [a+ b, a(xy-+ 6) + 6(x), a(x, + 4, Xo + B.x1)) + B(x, Xe), .--] 


le 


gewidmet. Die Gruppe ,, wird folgendermafen als topologische Gruppe aufgefabt: Die — 


Menge D, der Tabellen, deren s erste Koordinaten identisch Null sind, ist ein Normalteiler 
von },,; die Menge dieser Normalteiler D, wahlt man als ein fundamentales Umgebungs- 
system der Einheit von 8,. Versteit man unter charakteristischer Untergruppe von 3, 
eine abgeschlossene Untergruppe von 8 ,,, die durch alle stetigen Automorphismen von 3, 
auf sich abgebildet wird, so kénnen die Ergebnisse der oben angefiihrten Arbeit beziiglich 
der charakteristischen Untergruppen von §,, leicht auf den Fall der Gruppe \,, verall- 
gemeinert werden. 


Im Mittelpunkt der gesamten Arbeit steht der Begriff des vollstindigen Produktes 
von Permutationsgruppen. 
Das vollstandige Produkt von zwei Permutationsgruppen und % der Mengen M 


und N wird als die Menge der Permutationen o des mengentheorischen Produktes MXN 
definiert, die folgenden Bedingungen geniigen : 


=~. << 


O6oOmeHnne C aOBCKUX p-no~”rpynn CHMMeTPHYeCKHX Ppynn 221 


1. die Untermengen «  N von MN mit einer festen ersten Koordinate weM 
sind Imprimitivitatssysteme von o; 

2. setzt man o(u * N)—oy x N, so gehért die Permutation « > Tu Zu , 

3. setzt man o(u, v) =(w’, »’), so ist fiir festes « CM, »—>»’ eine Permutation aus 
, die von « als Parameter abhiangt. } 

Man zeigt, dah die Menge solcher Permutationen eine Gruppe bildet, die ich das 
vollstandige Produkt der Permutationsgruppen © und  nenne und mit Go) bezeichne. 

Das vollstandige Produkt ist assoziativ, d. h. es gilt fiir drei Permutationsgruppen : 
(Go D)oR = Go (2K). Man kann daher durch Rekurrenz das vollstindige Produkt einer 


_ endlichen Folge von Permutionsgruppen erklaren. Es ist sogar méglich das vollstandige 


Produkt einer beliebigen wohlgeordneten Menge von Permutationsgruppen zu definieren. 

Es stellt sich nun heraus, daB Y., das vollstandige Produkt einer unendlichen Folge 
von zyklischen Gruppen der Ordnung p ist. , 

Es sei ©, die symmetrische Gruppe des Grades p. Man bilde das vollstaindige Pro- 
dukt S,,,,,... einer unendlichen Folge von Gruppen, die zu S, isomorph sind. In der 
Gruppe &,, ,,... labt sich nun auf eine natiirliche Weise eine Topologie erklaren, die 
Sp, ps--- zu einer kompakten nulldimensionalen Gruppe macht. Es zeigt sich, dab ¥,, 
isomorph zu eiaer p-Sylowgruppe (im Sinne von van Danrzic—A. Kuroscu) von G,, ,,,... ist. 

Eine Gruppe © soll p,-Gruppe heifien, wenn sie eine Untergruppenreihe 


Gi O10, 05 2... 
besitzt, so dah 
1. fiir jedes »,(G:G,) endlich und eine Primzahlpotenz pty ist, 2. (}@»—1(S) ist. 
‘f 


Wir zeigen, da® 8, eine p.,-Gruppe ist und dab es zu jeder p,-Gruppe  min- 
destens eine zu ihr isomorphe Untergruppe ’ von ,, gibt. In diesem Sinne ist },, eine 


- universelle p..-Gruppe. 


—_ > 


1 Niheres iiber das vollsténdige Produkt ist in der Arbeit M. Krasner —L. Katoujnine. 


; i i é d’extension de groupes, I. 
Produit complet des groupes de permutations et probleme 
Acta Scient. Math. Szeged, 13 (1950), S. 208—230. Teil Il. 14: (1951), S. 39—66; Teil Ill. 


sl 


14 (1951), S. 69—82, enthalten. 
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O HEKOTOPbIX AJYIMTUBHbIX 3AJAYAX TEOPUM UNCEI* 
K. K. MAPJDKAHULUBUJIM (Mocksa) 


CopeTcKai MaTeMaTHKa MMeeT OJECTALME NOCTWKEHUA B CaMbIX pa3HOOO- 
pa3Hbix HanpaBlieHuax. Mue, Kak yYeHuky KpymHemulero CoBeTCKOrO MaTeMaTUKa 
— axajemuka VU. M. BukHorpayosa, nan6ouee O6nu3Ka O6aCTh TeOpun 
4UCeI — OOACTb, B KOTOPOM PyCCKHe MaTeMATUKM [aBHO yKE MOJb3OBAIMCb 
BaCIyKEHHON UZBECTHOCTbIO M KOTOPas, OlarogsapaA PaGoTaM COBETCKUX YUeHIX, 
Obila NOABeprHyTa CaMbIM T1yOOKMM wccsieqoBaHuam. He umes Bo3MO>xKHOCTH, 
XOTH Obl BKPaTHe, KOCHYTbCH BCeX COBETCKUX paOOT B OGACTH TeOpuu 4NceN 
A OCTAHOBJIOCh JIMIUb Ha *byHfaMeHTasbHbIx padorax WU. M. BuHorpayosa, 
cozlaBluerO HOBbIM MeTO B aHaMTM4eCKOM TeopuM 4uce. B Bue mpumepa 
MpMMeHeHuA |TOrO MeTOsa A paspellly CeOe KOCHYTbCA M HEKOTOPHIX MONX 
padoT, HeENOcpeACTBeEHHO NPMMbIKaIOWMX K ucceqOBaHHuAM VU. M. BunHorpasora. 

OcHOBHBIMM 3afla4aMM aJMTUBHOM TeOpun YuCe ABIAIOTCA Mmpodsema 
Bapuura u npoobsema Tonaba6axa. 

B 1770 r. Bapuur Bbicka3al NpesqnoOKeHNe, YTO BCAKOE WeOe MOJOKU- 
teibHoe N moxKeT ObITh npencTaBieHoO B BUe 
(1) N= Xi +39 + +--+ %:, 
TA N ZafaHHOe WEeMOE MOAOKUTEMbHOe YUMCIO, X,,Xz,...,Xy UCJIbIe MOOKH- 
TeJIbHbIE HM S$ HE MpeBOCXOAMT HEKOTOPOH BeJIMYMHbI, 3aBMCALMeH JMIb OT 1. 
Dro yrBepxgqenne Bapuura ObliO OKa3aHO B OONIEM BUJE JIMINb B TEKYIIEM 
cronerun jl. Tuanb6eptom. Oguaxo, pemenve [uabOepra Opi10 HecOBep- 
II€HHO; OHO MIpPMBOAMIO K OYeHb OOMbUIMM 3Ha4eHuAM S. B 1919 r. Xapan u 
JIMTTABBYA WAM HOBHIM MeTOL pemleHuaA NpOOsemblE Bapuura. Ilycth G(n) 
mpesctapiaer westoe 4MCIO, OGsaaollee CBOUCTBOM, TO BCe jOCTAaTOMHO 
6onbuime N npegctapumpl B dopme (1) npn s = G(n), HO CyulecTByIOT CKOJIb 
-yrogHo Gombe N, KoTOpble HenpesctapumMbl B qopme (1) npn s< G(n). 
Xapau u Jiutrapsy,” noKasaiu, yto G(n) npescrapaseT BesMunHy, NOps- 
OK KOTOpOM He MpeBocxoguT n.2", a TaOKE HalIM aCMMMTOTHYeCKYIO POpMy.ly 
Wit uucsa mpegctapienun N B topme (1). 


* Jlokna, mpounTaHHbi B HOAOpe 1950 roga Ha ceccun Orpenenua Marematrugeckux 


uw ecrecTBeHHbix HaykK Bourepckon Axayem nu Hay. 


kK. K. Mapaokannuepnsn 


ine) 
in) 
nS 


Hesapucumo ot Xapauu JIutrabspyyja axagemuk VU. M. Buyorpa- 
.OB B CBoe OnyOmMKOBAaHHON B 1924 r. padoTe NpuUel K AaCMMNTOTMYeCKOU 
(popmyze, ananormunonm cbopmyse oTHx yueHbix. Merog, NpUMeHeHHbI = TOra 
axagemukom VU. M. BunorpajoBbiM a uCcCIeqOBaHuA NpoOeMb! Bapmura, 
3HAYNTeIbHO MpeBOCXOAM MeTOR Xap _u—JIMTTAIbBY a B OTHOWWCHHM Mpoc— 
Tort Hu o6o3pumoctu. pu stom VU. M. BunorpajOB bi M ObLIM MCNONb30BaHBI 
OUCHKM TAK Ha3bIBAeMbIX TPHTOHOMETPHYeCKUX CyMM, T. €. CyYMM Bula 
2) y enie, 


Q=z Q+P 


re f(x)—nheKoTopas tbyHKWMA OT X (B YACTHOCTH, Weslad PalMOHaJIbHaAd (pyHkuusat) 
ue X mpoOeraeT mMocueqOBaTeIbHOCTh WelbIx uncel. WU. M. BuHorpagos 
nokasal, 4YTO BOMpoc O HaMMeHbINeM MCE CaraeMbIX, HeEOOXOAUMOM [It 
BbIBOMa ACMMNTOTHYeCKON topMyIbl B mpoOseme BapwuuHra, MO*KeT ObITb. 
NOCTABJIEH B 3€BHCUMOCTb OT TOYHOCTH OWeHKM CyMM (2). 


B 1934r. U. M. BuHorpagosB jan HOBbIM MeTO B aHasIMTM4UeCKOM 
TeOPMM YMCe, OCHOBAHHBIM Ha OWeHKe CyMM BHJla 


(3) >; Di E(x) (y) eaten, 


cose 


o6sactu. Hoppm meron VU. M. BuHorpayosa oOOsaqaeT HEOObIMaMHOH CHO; 
erO TIPMMeHeHHe MpUBeIO K PAY (pyHaMeHTAJIbHbIX pesysbTaTOB (MW. M. Bun o- 
rpayos, tO. B. JImnunk, H. T. Lyfqaxos). B yactruocru, WU. M. Buno- 
rpafos nmoKxasal, 4To qa G(n) B npoOseme Bapwura cnpapeiuBa oueHKa 


G(n) < n(3 log n+-11). 


| 
re CyMMMpOBaHMe pacmpoctpaHAerca Ha BCe WeMble TOYKM (xX, y) HeKOTOpoit | 
: 


OTa OWCHKA ABIIAeTCA OJIM3KOM K OKOHYATEIbHOH, TaK KaK CYUIECTBYIOT CKOJIb. 
yrowHO OOJIbuIMe Weble N Henpeycrapumpre B Buge (1) npu s=n7n. Hoppiit 
mero, MU. M. Bunorpagosa fal eMy BO3MO*KHOCTh UpesBbIYaiHO YTOUHUTh 
oueHKy cyMM (2). 
* 
B 1929 r. U.M. BuHorpajos ycranopua acumnroruyeckyto (bopmy.ly” 
mia uncna 1(M,N;s) pemenni cucrembl ,MOpaHTOBbIX ypaBHeHnii 


(4) WT ay che encfecry aaa, 
fap xy be direlec M, 


re n>m-> 1, 1pw 4ncue cilaraemblx nopayka n°.2”, Umenno VU. M. Buno- 


m 


rpafow noKxasan, uro ecam MAN” wt h yxosnetsopser HepapenctBam 


oo sams. 


¥ 
, 


7 
, 


(5) ith ene kes hs 


) 
rye A, u Ky,—nocrTostHHble, TO 


= Oil 


(6) I(M, N; 8) B(h) Nv‘ (S(M, N; 8) ++ O(N )), 


O HeKOTOpbIX asWTHBHDIX 3aya4ax Teopuu uncer 225 


npuyem B(h) < C,(m, n, Kk, Ki;s)>0 u ,ocodnmt paa* S onpesenserca apud- 
MeTHYECKMMU CBONCTBaMM 4ucel M,N u S. 

B 1936 r. 4 BepBble MCCe_OBa STOT OCOObIM pa_ M MOKAa3a, UTO ecu 
Npu mpoctom p p“|(n—m), p™! 4(n—m) wu 


(7) N — M(mod Tf pene: l4+a “n)), 
Pp 


p-l{n=m 
re 7 —1 npw p—2,¢>0 u 70 B ocTanbHbIx cnyyaax, TO mpH s=24n' 
S(M, N; s) > G(m, n, s) > 0. 


Kpome Toro, noJib3yxiCb HOBbIMM OWeHKamu VI. M. Bunorpajgosa tpuro- 
HOMETPHYeCCKUX CYMM, AH NOKasal, 4YTO acuMMTOTHYeCKad cpopmy.ia (6) MMeeT 
MecTO Mpw 4ucue Cjlaraembix nopsyKa n° log n. 

Takum 00pa30M Oba yCTaHOBIeHa mpeyactaBumoctTh B (pope (4) nappl 
uncet (N, M) yqopaerBopsroulmx ycnosuam (5) u (7). Mpu stom ycaosus (7) 
ABIAIOTCA HEOOXOJMMbIMM JIA paspeuiMmoctu (4), 4TO xkKe KAaCAeTCA HEPaBeHCTB 


(5), TO MpM mOG6bIX HEOTPUIATeEIbHbIX JEMCTBUTEIbHBIX 4MCIAX X,,..., Xs 
m nm 
oe nt \ 1 ~ Wai : 
(8) > Xi; | Sat SS 1X | ? 
1 k=1 k=1 
MU, Ci1eOBATeIbHO, HEOOXOAMMbIM YCJIOBMeM paspellMMocTH (4) sABINeTCH 
” wt mw 
ee oy lees is 
(9) N nn == M == 5 D N mu . 
Ycuopun Bula (5) wm (9) c OMHOM CTOPOHBI, U ycuOBHA Bua (7) — Cc 


Ipyrou ABAIOTCA XapaKTePHbIMH NPM M3y4eHHM CMCTEM HeJIMHeMHbIX JMOdaH- 
TOBbIX ypaBHeHui. YcuOBuA NepBoro THMa OyeM Ha3bIBaTb YCJIOBMAMM NOpsAKa, 
a yCNOBUaA BTOporo TuMa — apudMeTHYeCKUMNM YCJIOBMAM. 

B 1937 r. MHO1W JVIA WOCTaTOUHO OObUIOrO S$ Oba BbIBeeHa ACMMNTO- 
-Tuyeckad (OpMyia JIA “MCA peleHMA CMCTeMbI 


XP Xe ++ X= Ny, 
Vdd. txt = M, 


—«10) | 

3 al + xs = ne a x5 = Ny; 

M MpoBeyeHO vccs1eqOBaHMe COOTBETCTBYyIOLeErO OCOborO pxa, Mpnyem ObLIM 
-YCTaHOBJIeHbI HEOOXOMMMbIe apudMeTM4eCKue YCOBUA MpeCTaBMMOCTH CHCTEMbI 
(N,,.--, Nn) B opme (10), KoTOpbie ABIAIOTCA TaIOKe M JOCTATOYHBIMN B 
cayuae, KOra 9Ta CHCTEMA YOBETBOPACT HEKOTOPbIM YCOBHAM MOPANKa. 

Kak yoKe yKa3bIBaJIOCb BbIIIe, akayje¢MuKOM VU. M. BuHorpagxoBbm 

ycraHopeHo, 10 G(n) B mpodseme Bapuura ecTb BeIMMMHa NOpAIKa 1 log n, 
-uro 1Ke KaCaeTCH aCMMNTOTHYeCKON (opMybI AA uMca npeycrapnenun N B 

BHe 

/ yt 
(1) N = x1 x9 +++) + Xs, 
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2 
TO OHA Cefi¥ac MOKET ObITb BbIBEJeHA JIMIUb Mp 3HaveHMAX MOpAAKa MW log 1. 
IIpu takom xKe YNCE C1araeMbIX MOXKHO BbIBECTH ACMMMTOTHYECKYIO (tpopmysly 
M JWI YMCA pelleHMA CHCTeMbI 


Xie -xi = N,, 
\ x” + Ep th apy, 
(12) a. tie ‘ owe rs. 
he 4+...4+x*= IND; 
re O<lom<...<n<s— mocrosHHbie. OnHakO, MHOIO NOKA3aHO, YTO CHC—— 
rema (12) paspeuimmMa npn s nopsayka nglogn, rae g— AMCIO HUCe 
l,m,...,n— ecan N,,...,N, YAOBIETBOPAIOT OMpeeICHHbIM YCJIOBMAM NOPA— 


Ka, a TaKKE HEKOTOPbIM YCJIOBMAM apudpMeTHYecKOrO xXapaKTepa (paspelln—— 
MOCTh KOHE4HOFO YMCA ONpeeJIeHHbIX CpaBHeHHN). 
‘ * 

B 1937 r. axanemuk V. M. BuHorpagosB oKa3ai, 4TO ero METOL 
rOMMTCH JIA OWCHKM TpMroHOMeTpH4ecKUX CyMM (2) MH B TOM Cuy4ae, KOra X_ 
mpoGeraer He BCE YMCA JaHHOTO MHTepBalla, a JIMIb Mpoctple. ITO jaso- 
VU. M. BuHorpafoOBy BO3MO%KHOCTh B TOM Ke POLY PellIMTh 3HAMCHUTYIO” 
npodsemy Touwbg6axa, Bosnukumyio B 1742 r. uz nepenucku JI. Di nepa 
¢ apyrum ustenom Poccuiicko Axagemuu Hayx, X. Tob 4,6ax0OM O TOM, 


4TO BCHKOe JLOCTATOUHO OoubINOe HeYeTHOe N MmpewCTaBUMO B BUTE 


(13) N= Pi + Po Ps; 
re P,,P2,P;— Upocrpie. IIpn strom WU. M. BUHOrpasOB BbIBe acCHMn—— 
ToTMYecKylo (opMy.ly Wit “ncaa npeyctapenui N B puye (13). 

Bonpoc 0 npepcTapsieHuM OCTAaTOUHO Sobuloro YeTHOrTO N B Buse 


N= p+ py 
O CUX HOp octaetcta OTKpbITHIM. OgHaKko, npodeccop A. Penbu joKa3sac 
npeycragumocth N B Bye CyMMbI MpocToro u ,nouTH MmpocToro“ 4uca, T. e. 
B Buse . 
(14) N= P+PiPr.- Pr 


re A He MpeBOCxXOAMT HEKOTOPOH AGCOOTHOM KOHCTAHTHI. . 
Mero, VU. M. BunhorpaoBa OTKpbLI BOSMOMKHOCTh pelleHHA e10ro: 

pala AJMTMBHBIX 3aqa4y Cc npoctbimu 4ucuamM. B uactuoctu, B 1938 Tr. 

VU. M. BuHorpagzos u Xya Jlo-Keu uayynin Bonpoc o npeqctaBuMo- 

crm wesoro N B Bue CyMM cTeneHeM MpocTbIx 4Ncel, T. e€. B BUTE 

(15) N== pi + ps + +++ + ps: 

jlna caryyan n— 2 VU. M. Bunorpagos noxkasai, YTO BCAKOe JOCTaTOUHO 

doubii0e N= s (mod 24) npeycrasumo B dopme (15) npn s = 5. 
Cucrembl MOsaHTOBbIX ypaBHeHM C MpOCTbIMH 4AMCIAaMM BrepBbIe ObIIM 

paccMOTpeHbl MHOIO B ONyOMKOBAHHOH B. 1940 r. padore. MmeHHO B 9TOn 

padote M3y4alica BOMpPOC O MpecTaBeHMM CUCTEMbI 3afaHHbIX WeJIbIX NOMOKM- 


O HCKOTOPbIX AIMTHBHBIX Bafayax TeOpuH uncer PPK 
TebHbIX 4UuCe N,,..., N, B Bue 
ee ++ Dass +> + ps = N,, 
Pit pit... +p) =p, 
16) 1 P. 2 
to, ep +p, 
re P;,-..,Ps— mpocrpie. Muorw Obiia Hanyena acumnrotuyeckas (popmysia 
WA “4UCa mMpescTaplenui cucrembl uucen N,,..., Nn, YOBJIETBOPAIOLLUX 


ONPeACMEHHbIM YCOBHAM NOpxyKa, B cpopmMe (16) mpn uuciie CnaraemMBIx $ n10- 
pagka n° log n Mu ObIIO MpoBeAeHO uccEOBaHNe OCOGOrO psa Ip OCTATONHO 
OONbIIOM MCE CaraeMbIx; aHaloru4Has padota Oblla BbIMOWHeHa Xya 
Jlo-KeHom. 

B 1942 r. mHoto ObLIO NOKazaHO, 4YTO cHCTemMa 


| itt. pM, 


at | Pi+pi+--+p=N, 
paspelumMa mpu s = 7,s=N,(mod 24), N, — N,(mod 2) B cayyae, Korya 
N, : 
1-e: iN, = |s—e, 


re €— NPOM3BOJIbHO-MallOe€ NMOMOKUTeMbHOe MOcTOAHHOe uN, > C(é). 

B 1947 r. MHOIO ObIIO ONyONMKOBaHO OKazaTeJIbCTBO TOrO, 4YTO acuMmn- 
TOTMYeCKaA OpMy.ia fA YnCIa peweHuit (16) uMeeT MecTO yxE pH 4ncue 
cnaraembix nopayka nm’ logn. Xya Jlo-Keu, tawKe B 1947 r., onyOmuKoBan 
cooOuleHve O TOM, 4TO aHHad acuMNTOTHMYeCKaH (popMy/ia BepHa MpM uncue 
cylaraembix nopsyKa n° log n. CrefyeT OTMeTUTh, 4TO BTOT NOPAOK 4MCIAa Cia- 
rae€MbIX, HEOOXOAMMbIX JIA BbIBOa JAHHOM ACMMNTOTMYECKOH (OpMy.IbI, ABIIAETCH 
OIM3KMM K TIpejesbHOMy. Hakonell, MHOIO OBIIO AOKAZaHO, YTO CucTeMa 

Pit Pht +PL=N, 
\ Pia by ead) 45 


(18) 2 ee eee 

tf tp ts Ny, 
re O</<m<.--<n— 3afaHHble nocTrosnHpie u N,...,N»n— wWevlble, yqO- 
BIETBOPAIOUIMe OMpeeJIeHHbIM YCJIOBMAM, paspelMMa MPM 4nCIe CaraeMbix 
nopayka ng logn, rae g— uncno uncen /,m,...,n. Cuenyer OTMeTHTb, 4TO 


uccaeqoBaHue cuctempl (16) JAeTgBO3MOHKHOCTh PAaCCMATPUBATb HM CHCTEMbI oou1ee 
oourero Busa 


| PMY EAD) +o 4 FCB) — Ni, 
(19) F(Ps) + fa(P2) + +» +f (Ps) — Na, 


| Fil Di) + fa Pa) + ++ + Sa Ps) = Nn 
rye f;(x)— wWelble pauMOHaibHble (pyHKUMM CTeMmeHH f OT X. 


(Noctynuao 6. IX. 1951.) 
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RESOLUTION DE L’EQUATION > A, I/x— A, 
EN NOMBRES RATIONNELS 


Par 
G. GEORGIEV (Sofia) 
(Présenté par L. Répei) 


Considérons la transformation 
(1) xT Xe", (i412. en), 
es 


de l’espace euclidien n-dimensionnel R" en lui-méme suivant laquelle au point 
mX(X,, X2,..., Xn) de R” correspond le point x(X%,,%,...,X%n) également de 
R”, les nombres 2,; étant supposés réels. Pour trouver une transformation 
inverse a (1) nous supposerons que le déterminant 


| Au Anz Ay, 

Bisa) Bape 
1 la Seen eee 

| Ain’ Ands* Kins | 


est différent de zéro et nous Pere roposone de vérifier les relations (1) identi- 
quement par les fonctions X, des variables x; de la forme 


(1°) y= LD] xe (r=1,2,...,0) 
Vil | 


les nombres «;, étant convenablement choisis. En remplacant dans (1) X,. par 
(1’) et en identifiant les coefficients, on trouve 


Vw a 


. “Slee ° 
OD, Apt Boer = O- pour t= ks Dey PTT poe g/g 3 i ag 


(raed 


r=1 
d’ott on calcule 
(2) ng ae (Trae Oeil aN Feds ast), 


L,, désignant le complément algébrique de 2,,, dans le déterminant L. Pour 
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les déterminants L et M t,| ON aura 
(2’) LDeM== 3. 


On appelle la transformation (1) rationnelle, lorsque les exposants 4,; sont — 
des nombres entiers et birationnelle, lorsque la transformation inverse (1’) est 
aussi rationnelle. Il est évident que les transformations (1) et (1%) sont simul—_ 
tanément birationnelles. | 

Des relations (2) et (2’) on déduit la propriété suivante des transforma- . 
tions birationnelles: 

Pour que la transformation rationnelle (1) soit birationnelle, il faut et il 
suffit quae L=-+1. Dans ce cas -y,=—L-Lji, M=L. 

Dans ce travail nous donnons des conditions suffisantes pour qu’on — 
puisse résoudre complétement en nombres rationnels des équations indétermi-_ 
nées de la forme : 


(3) 2 At LL xe Ay. 
eel | 


forme (1). 
Nous supposerons que les exposants a;; de l’équation (3) sont entiers — 
et que le déterminant 


; 
Nous y arrivons' en appliquant des transformations birationnelles de. lad 
i 


Qy- Qe = ain 
Qo, Qos ph iin Qs n 


A ===] 2a ea | 
Qi 4 Qha ss? Ann 


est different de zéro. En appliquant la transformation (1), I’équation (3) devient 


(4) 2 ALLL XAG 

a alt 
ou ® 
(5) Bx = >, Anidri, (k, r=1,2,..., 2). 

i=] 

Pour le déterminant 6;,.. on trouve | 
(6) | Di» | lAnil+|Qnal, 
et par conséquent ; 
(7) by. ;: tli} pour |A,;| +], 


c’est-a-dire: 


E 1 V. la note des M. M. L. Tchakatorr et Cur. Karanixouorr, Résolution de equation 
Ax" + By"=z" en nombres rationnels, Comptes Rendus, Paris, 210 (1940), p. 281—283. 


V. aussi la these de M. Cur. Karanikotorr, Contribution a la théorie des equations 
_Indéterminées (Sofia, 1942). 
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La valeur absolue du déterminant A— a, ;\ est invariante lorsqu’on trans- 
forme Véquation (3) au moyen dune transformation birationnelle de la forme (1). 

En résolvant les relations (5) une fois par rapport a 4,;, autre fois par 
rapport a a@,;, on obtient 


(8) Ary >, OreArys (ae bhp een 


| 
A 
(9) Qh p 7 De b, eles (k, p if 2 oaeeely Nn), 


A;, et L,, étant les compléments algébriques respectivement de a, et 4,,, dans 
les déterminants A et L. 

Désignons par a, et 6; les plus grands diviseurs communs des éléments 
de k-iéme ligne, respectivement des déterminants |a,;| et (b;,/. La relation (5) 
montre que a, est un diviseur des nombres 0y1, dj2,..., ee c’est-a-dire que 
a, est un facteur de 0,. La relation (9) montre que 6, est un diviseur des 
nombres Qy1, Q2,..., @, a condition que L— +1, c’est-a-dire que 0, est un 
facteur de a;,. Or, a, — b;, 


(10) ie =(O4 Ong; «2%; Qin ) (b,, ty Oud, -» +> Dew) by... 


Ainsi nous avons démontré la propriété suivante: 

Le plus grand diviseur commun des exposants a;,; du k-iéme terme de 
l’équation (3) est invariant lorsqu’on transforme cette équation au moyen Qune 
transformation birationnelle de la forme (1). 

Considérons les exposants 6; de Vinconnue X, dans |’équation trans- 
formée (4) et soit le plus grand diviseur commun de ces nombres, /, — le 


quotient de 0;, et ~: 
(11) Op == 8 Bx; p- CO ie sop 5 Uns); (Pr, yy ++ +5 Bn) =1, 


Ainsi les nombres (8) deviendront 


” 


(12) ioe FD BeAr, Pate ene 
Si l’on ‘pose 
(13) ae [> fedss, 3h ‘ee 1 Sr Avn|), 
on trouvera 
aa Ese etre ep) Se ay ong Dh Aee hp 


c’est-a-dire 
S. a 4 f 
Se i (Ay4 ) Ay25 sey Aisi): 
Mais 2,,,,(9—1, 2,...,7), sont des nombres premiers entre eux parce que 
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ces nombres sont les éléments de la r-iéme ligne du déterminant |4,;|—=- 1 


> 


fey ; ; ‘ 
et par conséquent 7 1, c’est-a-dire 


Al 
2 |A| 
(14) p * 
En remplacant dans (12) ¢ par (14), on obtient 
: he. 
(15) Ayj aor) > Bi Ai po (p ie pe. sey n), 
k= 
ou lon prend le signe + lorsque A>O et le signe — lorsque A < 0. 


Réciproquement, soit ,,%,...,, un systeme arbitraire de n nombres 
entiers et premiers entre eux. Suivant la définition (13) de 4, les n nombres 
(15) seront aussi entiers et premiers entre eux. Mais dans ce cas, d’ap- 
rés_ un théoréme? d’HERMITE, il existe encore n(n—1) nombres entiers 
due, (2==1,2,...,f—1,r+1,..., 0; C=, 2, ..., 2), tels.que|/.4 
n°’ nombres 4,; déterminent donc une transformation birationnelle de la forme 
(1). Considérons les exposants 6;,,. de Vinconnue X,. de l’équation (4), obtenue 
de |’équation (3) au moyen de cette transformation. Ainsi on aura 


" v. / " ” n 
a Nee k bc a Weer ee 
b,, qe D5 Q): / Ay.i we pt Q), i 7 > P, As i Sire Ps ip pS Q)- i As et er 
ial at A = raj a1 et 


¢’est-a-dire 


A 
(16) by, =p 7 Bk (k= 1,2, 230 


ob ; |A| : . 
Nous démontrerons que le nombre 7 est toujours entier quel que soit le 
systeme (,, %,...,%, des nombres entiers et premiers entre eux. En effet, si 
lon pose 

,_ (Aa AB Ag 
MS 5] SAS ’ 
pA | A A 
on aura 2-S==|A|-(~,,~,...,8n), cest-a-dire @-4I—|A|. Cette relation 
montre que + est un diviseur de A. En vertu de (7) et de (16), on trouve 
Bir Dia e +s Oy net Pr O41, met +> Bin 


Be, Bay ++) Bay Be De pats + Boy 
(7) nae a ee 


u 


| On4 bn» seeks: De | Pr be. he Mead b, | 
Ainsi nous avons établi le théoréme suivant: 


THEOREME 1. Dans l’équation (4), obtenue de léquation (3) par une 
transformation birationnelle de la forme (1), les exposants b,. de quelconque 


* Journal de Mathém. pures et appl., 14 (1), (1849), p. 21. 
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des inconnues X, sont toujours de la forme 


f ___ 1A} 

(f) Dx s = =H ei (k= 1,2)..4, 7), 
ou les nombres 3, sont entiers et premiers entre eux, I est le plus grand divi- 
. vt 

seur commun des nombres a, PrAcy, (o=1,2,...,2), Ax,» est le complément 


algébrique de @;, dans le déterminant A—|\a;,; |: 


Vt VW it 
¥ Sy Nila Se 
al == | ra Pre Al, l> haa Br Ares, PETS pe By, Ay W , (Bas Die sen Bs) Ike 
k= 


k= k=1 


Réciproquement, lorsque les n nombres b;,, sont de la forme (f), alors il existe 
une transformation birationnelle de la forme (1) telle, que les exposants dune 
des inconnues X, dans lVéquation transformée (4) coincident avec ces nombres. 
Tous les exposants 6;,, de Péquation transformée (4) vérifient la relation (17). 

Suivant les conditions de ce théoréme, si l’on pose ?,——1, on trouvera 
le corollaire suivant: 


COROLLAIRE. Pour chaque équation de la forme (3) il existe une trans- 
formation birationnelle qui raméne cette équation a une équation de la méme 
_ forme et telle que les exposants dune des inconnues sont egaux tous au nombre 


| A | ' : ae Lae es 
SSS ae ou Al a > Arx1 , » A;2, COM as A, MW 
ri 


Tous les exposants 6;,. de Céguation transformée vérifient la relation (17) dans 
laquelle on a §,—1, I=. 


A 
Envisageons les nombres 0; = EA 6, du théoréme 1. Il est évident que 
pour qu’on ait b,,—O il faut et il suffit que 9, —0O. Il est aussi évident que 
pour qu’on ait b,,— 1 il faut et il suffit que 4 Saal, a1. Mais. pour 
qu’on ait —/A| il suffit que les nombres 
] ee 
0, = a Bi Arps (p L 2, ’ 1), 
k=l 
soient entiers. En effet, on aura 
me 1 ue Cat 
Asp 9) = A= 3| 2, Asp Arp | ) 
k= h=1 p= 
c’est-a-dire 
2X, Arby) = Pry (Sa 2 Say ft). 
p= 


Ces relations montrent que le plus grand diviseur commun 0 des nombres 
d, est un diviseur de tous les nombres (,, c’est-a-dire que 0 est un facteur du 
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plus grand diviseur commun d des nombres ,. Mais d étant égal a 1, on 


alfa O==1. 
Ainsi nous sommes arrivés au théoréme suivant: 


THEOREME 2. Pour que léquation (3) puisse étre ramenée au moyen 
d'une transformation birationnelle de la forme (1) a une équation de la méme 
forme, mais linéaire par rapport a une des inconnues, il faut et il suffit quwil 
existe un systéme de n nombres #,, #,,...,8, qui sont des zéros et des unités, 


: : i . 1 nu 
sans que tous les *, soient égaux a zéro et tels, que les nombres re Ds 
é — 


(p-1,2,...,2), soient entiers. Les exposants 6), de léquation transformée 
vérifient la relation (17), dans laquelle on aura {,—*, I= A. 

Suivant les conditions du théoréme 1, si l’on pose 9, — ,—— --- *- %,_; — O, 
2, — 1, on obtiendra le théoréme suivant: 


THEOREME 3. Pour chaque équation de la forme (3) il existe une trans- 
formation birationnelle de la forme (1) telle que les n—1 premiers termes de 
Péquation transformée (4) ne dépendront que des n—1 inconnues nouvelles 
X,, X2,..., X,-1. La valeur absolue du déterminant | b;.,., composé des exposants 
by, des n—1 premiers termes de léquation transformée, est égale au plus grand 
diviseur commun de tous les déterminants dordre n—1 de la matrice 


| Q4 Qy2 wysewen pas 
} Q> Qoe ~ » « Qo» 
| Qa, 1.1 ay ee ee a, lla 


Soit (1) la transformation birationnelle transformant les n—1 premiers 
termes y;, 


(18) Ve= Ix, (k—=1,2,.<., noede 
de l’équation (3) en fonctions | 

(19) Yi IDX. (kK== 1,200 nae 
ou i 

(20) Dis DH EN (k,s=1, 2,...,2—1); | |4,.; = 


=I 


En vertu du théoreme 3, il existe une autre transformation birationnelle de la 
forme 


nd 


(21) Xoo UP Zi, a, 2 et) 
s=1 7 
qui ramene les n—2 premiéres fonctions (19) aux fonctions 
n—2 nd 
(22) w= AT ZS Cue Dd besles, (f= 1,2... 
r=l s=1 
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23) dis —= teas Irn = dns 0, ' rie n 1 pour 7,8 ‘Ie Dies .4n—l. 
n a évidemment 
| ri| | Gre] = ae 


osons encore 


(24) Dee Di Meadsi; (fia leo etoe sn): 
Cat! 
De la définition (24) des nombres ,,; il s’ensuit que tous ces nombres sont 
entiers et que |+,;/—=|%;.,|-|4.;|, c’est-a-dire que 
lta | +- 1 


En d’autres termes, la transformation 


ete NAS (i==1,2,...,%) 


| 
est une transformation birationnelle. Nous démontrerons que cette transformation 


yameéne les premiers n—2 termes (18) de l’équation (3) au n—2 termes (22) 
de |’équation transformée (4). En effet, en vertu de (24) on aura 


Wn it nm f- 
i! G! \) Wa » me 4 a7 
Ch y aa > QeseT yi = = an > Ay ghs i | : > Qh i As i | Ais 
ot | s=-1 


1 sa W441 


et selon (20) on obtient 
Cer = > Onsdis hes yea It 1): 
s=1 


uw 1 
De ces relations et de (23) on déduit ci,— > Distrs, (K,r=1,2,...,2—1), 


: a 

cest-a-dire Ci, = Cx, Vet ly). eee) 

} Ainsi il est évident que par induction compléte on est ramene au theo- 
réme suivant: 


3 THEOREME 4. Pour chaque équation de la forme (3) il existe une trans- 
formation birationnelle de la forme (1) telle, que les m, (m <n), premiers termes 
de l’équation transformée (4) ne dépendront que des m inconnues nouvelles 
META, =) Am: 

Admettons que |’équation transformée (4) est de la forme 


S A Pos k 2 ae 
(25) ae Mi A 
Dans ce cas on aura 
b..—=O pour kK==f, On =i + 0, CO Naren es It), 
Po) n= (Ox1; Diese ss Bi») == | Di «| =r | Mc, 


et par conséquent, en vertu de (10), on obtient 
(27) | m;.| = ak, (12 nt): 


: 


: 
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<) ee | | fe aie 

Ainsi, en tenant compte de (7), (26) et (27), on aura + Qi) = | Op. = Ul te 


n 


[] m.—+ [] a, ¢est-a-dire 
1 i} 


k a 
(28) es] == I Qy. 
Réciproquement, supposons que la condition (28) est remplie et posons 
hig = oe : (7; p=1,2,.5 


A,,, étant le complément algébrique de a,, dans le déterminant A— a;\, 
a, étant le plus grand diviseur commun des exposants Q)1, @)2,-. +, Qe. Sui- 
vant la condition (28) on trouve 


AS ; 


A ————— Oj Oe ey eee ee 


rp i ) 


On voit facilement que les nombres 4,,, sont entiers. En effet, chaque ligne du 
déterminant A,,, est composée des éléments appartenants tous a une ligne di 
déterminants A, c’est-a-dire les éléments des lignes différentes de A,,, se divi- 
sent respectivement. par, 1, da, . «1-5 Ur-15 Groh, «sey in 


Si lon calcule le déterminant |2,,,, on trouvera 
7 Op Ase / fa. rene [Ta. 4" [ fa. 
Ap | A | aS eo ae A , 
et par conséquent, selon (28), on obtiendra 4, +1. Ainsi nous avons 
: QA; : : ; er 
prouvé que les nombres 4,., cA “— déterminent une transformation birati- 
onnelle de la forme (1). On démontre facilement que cette transformation raméne 
’équation (3) a l’équation (25), dans laquelle on a m),—a,. En effet, 
. ay 
by, = prea ay, iA, i eras Q); iAri, 
ef A i=l 
c'est-a-dire 5;,—O pour A+,.r, 0.;,—=ax. 


Ainsi nous avons établi le théoréme suivant: 


dune transformation birationnelle de la forme (1) a Uéquation (25), il faut et 


THEOREME 5. Pour que léquation (3) puisse étre ramenée au jae 
il suffit que Pexposant m, soit égal au plus grand diviseur commun a, des 
| 


a 
exposants ay;,(i-—1,2,...,n), et que la condition \a;,i\-- + [] a, soit remplie. 
a | 


COROLLAIRE. Pour que léquation (3) puisse étre ramenée au moyen | 


Ve j 

d'une transformation birationnelle de la forme (1) a léquation >) A,X)" — A, 
; : , ’ 2 sa: hal, 

il faut et il suffit que Pexposant m soit le plus grand diviseur commun des 


éléments de chaque ligne du déterminant A——\a,;\ et qu’on ait A—+-m". 
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THEOREME 6. Pour que l’équation (3) puisse étre ramenée au moyen d’une 


transformation birationnelle de la forme (1) a léquation linéaire >> A, Ape= A, il 
faut et il suffit qu’on ait \a;,;|—=+1. es 
Envisageons |’équation 


n-1 


(29) aS Ai Lx - =A), 


a nm inconnues x;, dont le premier membre contient n—1 termes. En vertu 
du théoréme 3, on aura le théoréme suivant: 


THEOREME 7. Pour chaque équation de la forme (29) il existe une 


transformation birationnelle de la forme (1) qui la raméne a léquation 
n-1 n—-l 


>) Ax [xe = = 5 Ay, 


| val 


qui est de la forme (3). La valeur absolue du déterminant |b;,,\ est égale au 
plus grand diviseur commun de tous les déterminants d’ordre n—1 de la matrice 


Q41 Seca Lm 
M Q91 Q29 Q2y, E 
peg panel 2 st... On—ten | 


A Vaide de ce théoréme et du théoreme 6 on trouve le théoréme suivant: 


THEOREME 8. Pour que léquation (29) puisse étre ramenée au moyen 


@une transformation birationnelle de la forme (1) a Vléquation linéaire 
n-1 


> AX, = Ao, il faut et il suffit que tous les déterminants d’ordre n—\ de 
pies 1 bs ; 
la matrice M soient des nombres premiers entre eux. 

Envisageons |’équation 


(30) = Ax I xiik — 


= i) 
et appliquons pour cette équation le corollaire du théoréme 1. Ainsi on démontre 
le théoréme suivant: 


-THEOREME 9. Pour chaque équation de la forme (30) il existe une trans- 


formation birationnelle de la ee (1) qui la raméne a Péquation 
q n-1 
(31) 2 Ae LL Xe = 


1 
ou les exposants bj, bie ‘i relation 


(32) bas Ose «+» bo: poe 1 =+7;, = Agi ae SS As 03 eae 
‘= k=l 


— 16 Acta Mathematica 
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n-1 


En divisant l’équation (31) par Jf X;"", on obtiendra |’équation 
a 


n-1 n-1 


(33) > Ax LE Xs + An=0, Cer = Orr —bnr, 
k=! sl 


qui est de la forme (3). On voit facilement que |c¢.,,=+ 4’, ou 4’ est defini 


par (32). En vertu du théoréme 6 il existe une transformation birationnelle qui 
n-1 


raméne |’équation (33) a Vequation. 2 > _ A Y,+A,=0, si 4’=—1. Lorsqu’on 


= , (k=1,2,...,n), cette €quation deviendra > ArXi ==a1). 
v = 


Ainsi on a démontré le théoréme suivant: 


pose Y;=— 


THEOREME 10. Pour que l’équation (30) puisse étre ramenée au moyen 
dune transformation birationnelle de la ue (1) a léquation linéaire 
Y a Ai X, =0, il faut et il suffit que les sommes > > Ar > (p=1,2,.570ee 


at des nombres premiers entre eux. 
Envisageons |’équation 


(34) > Apxi'* 0, (m,==0— nombres entiers), 
k= 


qui est un cas particulier de |’équation (30). En effet, si l’on pose dans 1’équa- 
tion (30) 

Qy=0 pour Kae), 4s 0, 
on obtiendra |’équation (34). Dans ce cas, on aura 


Anc=0 pour kt Ay =— , WR SEN Ng 
Mj), 
a m r ot : 
ce qui donne oe Arp = App fate De cette maniére, la condition suivante: 
h p 
iS. Akt, 22) > , Are, ele AAG ] 1 se réduit a la condition 
iy k es 
mM m m \_ 
‘Fly tac tig Mae Hie 


Mais cette condition est équivalente a la condition que les nombres m, soient 
deux a deux premiers entre eux. 


Ainsi on a établi le corollaire suivant: 


COROLLAIRE. Pour que léquation (34) puisse étre ramenée au moyen 
d'une transformation birationnelle de la forme (1) a Véquation linéaire 


a . . ° . x . 
> ArX;=0, il faut et il suffit que les exposants my, soient deux a deux premiers 
eat ; 
entre eux. 
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En transformant |’équation (34) au moyen de (1) on obtient l’équation 
(35) 2 Ax I 6 OF Onn Apr, (Kofa— 1,2) n). 
Les exposants de l’inconnue X, sont évidemment les nombres Lia tOan Orne 


Nous nous proposons de chercher les conditions pour que 6;,, soient de la 
forme 


(36) xn =4+ &%, Ue Ai een ay 
4 étant un nombre entier et «,®&,...,8, étant égaux ou bien a 0, ou bien 


a1, sans que tous les «, soient egauix entre eux. Dans ce cas, l’équation (35) 


At 
ne Pe ateadra que les puissances X/ et X;"' et sera de la forme 
n—1 


Koa Ss 2 As Nee LX = 0" 


fat r—l 

On déduit de (35) pour r—n a de (36) 
Mi Ank =A+ &, ieee 2 nn, 1), 

Seeaon tite pour 2,==1, e,==0, Mmp4,p>—44-1, Mgdng=A 
on obtient 
(37) Myhypy—Mghng =). 
Pour que cette équation en 4,,, et 4,,, admette des solutions en nombres enti- 
ers, il faut et il suffit que m, et m, soient premiers entre eux, 
(38) (Wie ia yore 
Remarquons, que le systeme «, permet de répartir les nombres m; en deux grou- 
pes: dans le premier nous mettons tous les m, pour lesquels «,—1 et dans 


le deuxiéme — tous les autres. On conclut de (38) que santies nombre du 


premier groupe est premier avec chaque nombre du second. 
Ainsi nous avons trouvé une condition nécessaire pour que notre probleme 


ait une solution. Nous montrerons qu’elle est suffisante. Pour cela nous sup- 


Dh 


poserons que les exposants m, vérifient cette condition. En changeant l’ordre 
des termes dans |’équation (34), on peut admettre que le premier groupe con- 


tient les s premiers nombres m,, et le second — tous les autres nombres m,. On 


en conclut que les produits 
Wiel ila cediles, CUE Poth Mlsto « ws My 


sont aussi des nombres premiers entre eux, 


APS 


(mm y= 1. 
Considérons maintenant |’équation 
(39) mu—m' w—1, 
aux inconnues uw, u’. Comme (m, m’)—1, cette équation admet des solutions 


entiéres et soit u,u’ une telle solution. Posons 


m’ 


: m } ;. SES , age 
(40) ae (pal s2 75S); Ang == m i, (q=s a ee 


d 
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On voit facilement que les nombres entiers 4,,;, (K—1,2,...,m), sont pre- 
miers entre eux. En effet, chaque nombre 2,,,(p=S), est premier avec chaque 
nombre 2,,,,(q >), car on déduit de (40) et de (39) que m4 )—my4yq = 
—mu—m’'w —1, c’est-a-dire la condition (38) est satisfaite pour p=s,q>s. 
Mais d’aprés le théoréme d’HERMITE déja cité, il existe encore n(n—1) nombres 
entiers 4,,, (= 1,2,...,n—1; v=1,2,...,), tels que | 4,2] ==> eee 
évident que la transformation birationnelle déterminée par tous les nombres 
A; raménera l’équation (34) a l’équation (35), dans laquelle les exposants 
b;, de Vinconnue xX, seront 


bon = MpAnp = Mp, (Pp = 1, 2,..., $); Ogn=IMg4ng—= ml , (== S-- 1) Se 


Par conséquent, les s premiers termes de l’équation (35) contiennent X;"" et— 


cag 
mt 


les autres X,"“ et comme mu—m’'w —1, aprés avoir divisé par X,"“, on— 


obtient une nouvelle équation linéaire en X,,. 
Ainsi nous avons démontré le théoréme suivant: 


THEOREME 11. Pour que l’équation (34) puisse étre ramenée au moyen 
dune transformation birationnelle de la forme (1) a léquation (35), qui est 
linéaire par rapport a une des inconnues, il faut et il suffit que les exposants 


m, se répartissent en deux groupes non vides, de fagon que chaque nombre du — 


premier groupe est premier avec chaque nombre du second. 
Envisageons |’équation 


me dt 


(41) > Ax LT Xin Ay. (m <n). 
k=] = 


Suivant le théoréme 4 on aura le théoréme suivant: 


THEOREME 12. Chaque équation de la forme (41) peut étre ramenée 
au moyen dune transformation birationnelle de la forme (1) a léquation 
m we 


2 eae ; } 
> A LT X!" =A,, dont le premier membre contient aussi m termes, mais 
k=l rl 


avec le méme nombre des inconnues X.,.. 
En transformant |’équation (41) au moyen de (1) on obtient |’équation 


Vit 


(42) > A LT Xe" = Ay; bir—= D> deidrs, (kK=1,2,...,m3r—1,..., A). 


i=l 


ee 


a 


Nous nous proposons de chercher les conditions pour que les exposants 6;,,, de — 


l’inconnue X,, soient de la forme 

(43) b, ner ek (Kz 13 2: 2 gets m), 
les nombres #, ¢tant des zéros et des unités, sans que tous les &, soient égaux 
a zéro. Dans ce cas on obtient de (42) pour r—n et de (43) 


(44) ay tidni =F, (k= 1, 2... 5,70); 


De cette maniére on est amené 4 résoudre en nombres entiers le systeéme (44) 
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de m équations a n inconnues 4,;. D’autre part, on peut montrer qu’une solu- 
tion arbitraire 4,; du systeme (44) et composée des nombres premiers entre 


n 


eux. En effet, pour «,—1 on obtient de (44) la relation >'a,;4,;—1, qui 


montre que les nombres 2,; sont premiers entre eux. Mais d’aprés le théo- 
reme d’HERMITE déja cité, il existe encore n(n—1) nombres entiers 4,,., 
{u—1,2,...,n—1; v—1,2,...,n) tels que |A,;|—=+1. Ainsi il est évident, 
que la transformation birationnelle (1), déterminée par tous les nombres 4,; 
rameénera l’équation (41) a une équation de la méme forme, mais linéaire par 
rapport a l’inconnue X,,. D’autre part, d’aprés un théoréme® de I. HEGER, pour 
que le systeme (44) ait des solutions en nombres entiers, il faut et il suffit 
que le plus grand diviseur commun de tous les déterminants d’ordre m de 
la matrice composée des coefficients des inconnues 4, soit égal au plus grand 
diviseur commun de tous les déterminants d’ordre m de la matrice composée 
de tous les coefficients du systéme (44). 
Ainsi nous avons démontré le théoréme suivant: 


THEOREME 13. Pour que Véquation (41) puisse étre ramenée au moyen 

@une transformation birationnelle de la forme (1) a une équation de la méme 

forme, mais linéaire par rapport a une des inconnues, il faut et il suffit quil 

existe un systéme de m nombres @1, #,...,@n, qui sont de zéros et des unites, 

sans que tous les *, soient égaux a zéro, de facon que le plus grand diviseur 
commun de tous les déterminants dordre m de la matrice 


QQ; Aig ..- Ain 
M=|| 221 G22 +--+ Gan 
Qm1 An2.-+ Ann | 


soit égal au plus grand diviseur commun de tous les déterminants d’ordre m 
de la matrice 


4 Qi Qype Qin & 
M’ —— Qa Q29 Q2, €9 
An: Ang » »-~ Ann &m 


Considérons enfin |’équation 


m nv 


45) SA [=o (<0) 


jen | i= 
En transformant cette équation au moyen de (1), on obtient |’équation 


mn W 


£46) >) A, TP XP" =0; bir=D aides, (k= 1,2,...,mjr—1, 2, ..., A). 
1 


(shh r= i=1 

3 Denkschriften d. Kais. Akademie der Wissenschaften, Mathem. Naturwissensch. 
Klasse, Wien, 14 (1858), Il, p. 1. V. aussi; E. Canen, Théorie des nombres, t. I. (1914), 
mi, p. 170. 
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Nous nous proposons de chercher les conditions pour que les exposants by, de 
V'inconnue X, soient de la forme 


(47) bi. n= A+&, (k= is Ds 2 es m), 

2 étant un nombre entier et #,&,...,&», étant égaux ou bien a O, ou bien 
a 1, sans que tous les &, soient égaux entre eux. Dans ce cas on obtient de 
(46) pour r—n et de (47) 


Mh 


(48) Dy Gidni HALE, (k= 1, 2,. pe 
i=] 

De cette maniére on est amené a résoudre en nombres entiers le systeme (48) 

de m équations 4 n-+1 inconnues 4, 4,;. D’autre part, on peut montrer que 

les n nombres 2,,; d’une solution arbitraire 4, 4,; du systeme (48) sont toujours 

premiers entre eux. En effet, pour ¢,— 1, «,—0O, (p,q=n), on déduit de (48) 


ne wt 


les relations >’ a)i4,;—=4+1, > a,i4,:—4. L’élimination de 2 conduit enfin 
ep | i=} 
x . “y . . i 
a la relation 2s (Qi —Qqi) 4ni = 1, qui montre que les nombres 2,,; sont premiers 
t= , 
entre eux. i 


En appliquant les théoremes d’HERMITE et de HEGER, comme dans le 
théoreme précédent, on trouve le théoréme suivant: 


THEOREME 14. Pour que léquation (45) puisse étre ramenée au moyen 
dune transformation birationnelle de la forme (1) a une équation de la méme— 
forme, mais linéaire par rapport G une des inconnues, il faut et il suffit qu’il 
existe un systéme de m nombres &, #,...,®n, Qui sont des zéros et des uni- . 
tés, sans que tous les *, soient égaux entre eux, de fagon que le plus grand 
diviseur commun de tous les déterminants d’ordre m de la matrice . 


| Qi Ap a, 1 | : 
N — Qs, Qo Qy n 1 | 
Qm 1 Qy, Qt ees Qn 1 | . 


soit égal au plus grand diviseur commun de tous les déterminants d’ordre m 
de la matrice 


Qy Qe ‘cee Qin 1 &) 
Nia oe Qo, Qoy eS Qy n 1 & 
QnyiGag wos. Oma 1 Em 


Les résultats que nous avons obtenus relativement aux transformations 
birationnelles des équations servent 4 résoudre les équations en nombres rati- 
onnels. Nous y arriverons en appliquant les deux propriétés suivantes: 
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VL vv 
a7 . Si J dps ° Pet x 
(2) Lorsque V’équation >) A, [f xi\— Ay est linéaire par rapport a une 
fy | t=1 


des inconnues x; et ses coefficients A; et ses exposants a,; sont des nombres 
entiers, il est alors possible de la résoudre complétement en nombres rationnels. 


(?) Lorsqu’on peut résoudre complétement Véquation >) A, [J x!" —A,, 
k=] i=l 
dont les coefficients A), et les exposants a,; sont des entiers, en nombres rati- 


onnels, il est alors possible de résoudre complétement en nombres rationnels 
chaque équation obtenue de l’équation donnée par une transformation biration- 
nelle de la forme (1) et inversement. 


En se servant des propriétés (@), (@) et des théoremes précédents, on 
_ obtient les théorémes suivants: 


THEOREME 15. On peut trouver toutes les solutions rationnelles de Véquation 


nt ) 


(41) > Ax LT xi = Ao (Ax; a: nombres entiers; m =n), 
k=] i=1 

a condition qu’il existe un systéme de m nombres #,, &,...,&n, qui sont des 

zéros et des unités, sans que tous les &, soient égaux a zéro, de facon que le 

plus grand diviseur commun de tous les déterminants dordre m de la matrice 


| Qy Qe Qin 
Ms) Qy Ary Ayn 
| Qn 1 Qm Sake mae < Qy, W 


soit égal au plus grand diviseur commun de tous les déterminants ordre m 
de la matrice 


| Qy Qh Qy n & 
M= Qs, Ary Qon €& 
Qn1 Ama - - - Ann &m 


THEOREME 16. On peut trouver toutes les solutions rationnelles de l’équation 


(3) pal Act Txtt=A,, (A, a; nombres entiers), 
€ - 1 


k=! i 
- &@ condition qu’il existe un systéme de n nombres *,#,..., 8, égaux a 0, ou 
bien @ 1, sans que tous les #, soient égaux a O et tels, que les nombres 


BE) & Anp, (Dp =1,2,..., 1), Axp désignant le complément algébrique de a» 
Kk=1 
dans le déterminant A =| a; 


COROLLAIRE. On peut trouver toutes les solutions rationnelles de | ‘equation 
(3) @ condition que \a;,;|==1. 


+0, soient entiers. 
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THEOREME 17. On peut trouver toutes les solutions rationnelles de 
Péquation (3) a condition que |a,i\ == Ta, a désignant le plus grand divi- 
k=} 


seur commun des éléments a,; de k-iéme ligne du déterminant \a,.;\ et qu’au 
moins un de ces diviseurs soit égal a 1. 


THEOREME 18. On peut trouver toutes les solutions rationnelles de ’équation - 


n-1 yt 


(29) D> An Ll aaaG (Ax, Qi: nombres entiers), 


Kost i=1 a 
ad condition que tous les déterminants dordre n—1 de la matrice 


| 
H Oss nage | eee 


Oy dx don | 
)? 
Qn-1,14n-1,2 ae Qa, 1,7 


soient des nombres premiers entre eux. 


THEOREME 19. On peut trouver toutes les solutions rationnelles de équation 


m 


(45) ) > Ax Lf x! =0, (Ax, ae: nombres entiers; m=n), 
K=1 i=l 

ad condition qu il existe un systéme de m nombres &, &,...,&», qui sont des 

zéros et des unités, sans que tous les *, soient égaux entre eux, de facon que 

le plus grand diviseur commun de tous les déterminants d’ ordre m de la matrice 


Gy Oy . 5. Geel | 
IN f= Qs, Qo K ee Qoy 1 | 
cy 518 le aca eta . 
QAniQne me Gans ! 


soit égal au plus grand diviseur commun de tous les déterminants d’ordre m 
de la matrice 


Gy, Ui a oo. Qe ees 
N’ — Qo, Qyy @ © se Qs n” 1 & 
Qy 1Qne sei Qn» n 1 Em 


THEOREME 20. On peut trouver toutes les solutions rationnelles de  équation 


. n n 
(30) > Ax LT xt'=0, (A;, a; nombres entiers), 
k=1 i=1t 
a condition que les sommes >> Arp, (p= 1, 2,..., 1), soient des nombres pre- 
= 


—— 


miers entre eux. 


We 
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THEOREME 21. On peut trouver toutes les solutions rationnelles de l équation 
(34) > Ax xt'* =0, (Ax, me=- 0 nombres entiers), 
iI 


a condition que les exposants m, se répartissent en deux groupes non vides, 


de facon que chaque nombre du premier groupe est premier avec chaque nombre 
du second. 


COROLLAIRE. On peut trouver toutes les solutions rationnelles de [équation 
(34) a condition que les exposants m, soient deux a deux premiers entre eux. 


(Recu le 12 Septembre 1951.) 
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OQ PELUEHMM B PALMOHAJIbHbIX YMCJAX HEOMPEIEJIEHHOTO 
YPABHEHMA > Ax [J xi! = Ao 


aH i=] 


Tl. PEOPPMEB (Cons) 


(Pe3 10 Me) 


B wacroamen padore yCTaHaBAMBaloTCA TEOPeMbI OTHOCHTebHO MOAHOTO PeleHHA B 
PalMOHANbHbIX 4YNCIAX HeOMpeseneHHOrO ypaBHeHuA 


(w) ue Ak Lie = Ap; 


— 


— 


a 


rye HeKOTOpbIe W383 WembIX unCcen A;, Qy; MOryT ObITb HyMAMH. PaccMOTpeHEI mpexKZe BCerO 


cayyan Ay = 0 u Aj =O. Pemenne 3agaun ocyulecrBaseTca nocpezcTBOM TpaHc(hopmMaunn 
Bugla 


n 

(1) io = [xe G12 
r=!) 

KOTOpad HasbibaeTCH PAaWMOHANbHON, ecCMM NOKasaTenuH Zi WeNMbIe YuCHa HM Oupalno~ 
HaJbHOM, eCim u OOpaTHan eit TpanccpopmalnA 


(1’) Xr = [J xt, (r= 1,2, 5 
k=1 


ABNACTCA TAKWKE PallMOHabHON. JlerkKO yCTaHaBANBaeTCA, TO AIH TOrO, YTOObI Pal\MOHaMbHaA 
TpanciopMaunsaA (1) Opa GupauMOHaMbHON HEOOXOAHMO UM AOCTATOUHO, 4YTOOKI ONPeAenMTeTb 
|Ari| MMe 3HayeHHe + 1. 

TpanctpopmMupys ypapHenne (12) C MOMOUIbIO GupauMOHaNbHOl Tpancopmauun (1) B 
ypaBHeHHe JIMHeEMHOe OTHOCHTeJIBHO OHON M3 HeH3SBeECTHbIX, MbIl HAXOAHM BCe PauWOHaJIbHbIe 
pewieHux STOrO NOCNeAHOTO yYpaBHeHHH, TEM CaMbIM HaXOJMM BCe PauHOHaIbHble PeuwleHHy 
faHHOrO ypaBHeHnsl (22). 


as 


EEE ee ee ee 


PROBLEME DER HILBERTSCHEN THEORIE DER HOHEREN 
STUFEN VON REKURSIVEN FUNKTIONEN 


Von 
ROZSA PETER (Budapest) 
(Vorgelegt von L. KatmAr) 


Einleitung 
I. 


1. Unter rekursiven Funktionen werden diejenige zahlentheoretische Funk- 
tionen verstanden, welche von gewissen Ausgangsfunktionen ausgehend durch 
endlich viele Substitutionen und Rekursionen definiert werden kénnen. Dabei 
kann der Begriff der Rekursion auf verschiedene Weisen abgegrenzt werden; 
so gelangt man zu verschiedenen Funktionenklassen, die in der mathematischen 
_ Grundlagenforschung bereits vielmals angewandt wurden. Die Untersuchung 
des Zusammenhanges der verschiedenen rekursiven Funktionenklassen wurde 
zuerst durch die Art angeregt, wie HILBERT! das Kontinuumproblem in Angriff 
genommen hat. Hier handelt es sich bekanntlich um die Vermutung, dafi es 
zwischen dem Abzahlbaren und dem Kontinuum keine Machtigkeit gibt; und 
da die Menge der zahlentheoretischen Funktionen von der Machtigkeit des 
Kontinuums ist, wollte HILBERT jene Vermutung dadurch beweisen, dafi er 
den immer gréferen transfiniten Zahlen der zweiten Zahlklasse Rekursionen 
immer ,hdherer Art“ zuordnet, und dann zeigt: die Annahme, dafi die 
durch immer hdhere Rekursionen definierten zahlentheoretischen Funktionen 
die Menge samtlicher zahlentheoretischen Funktionen erschépfen, kann zu 
keinem Widerspruch fiihren. In diesen Untersuchungen wurde der Begriff der 
rekursiven Funktion von héherer Stufe eingefiihrt: man unterscheidet zwischen 
Funktionen der I-ten, II-ten, III-ten Stufe, usw., je nachdem zu ihrem Aufbau 
blo® Funktionen von Zahlenvariablen, oder auch Funktionen von Funktions- 
variablen, von Funktionsfunktionsvariablen, usw. zugelassen werden (die Werte 
jeder dieser Hilfsfunktionen sind dabei jedoch Zahlen). 

2. Zur Ausfiihrung des Hilbertschen Programms ware vor allem not- 
wendig zu zeigen, dafi die Zulassung immer hdherer Stufen die entstehenden 


1D. Hisert, Uber das Unendliche, Math. Annalen, 95 (1926), S. 161-190. 
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Funktionenklassen immer erweitert: daf es z. B. rekursive Funktionen der 
Il-ten Stufe gibt, die auf der I-ten Stufe nicht definiert werden k6énnen. 
ACKERMANN2 hat das fiir den Fall bewiesen, wo man sich auf einfache 


Rekursionen beschrankt (d. h. wobei die Rekursion nach einer einzigen — 
Variablen verlauft): er hat namlich gezeigt, da die a-te Funktion, die man — 
durch sukzessive Iterationen aus der Addition gewinnt, angewandt auf a und ~ 
a, samtliche einfach-rekursiven Funktionen der I-ten Stufe majorisiert, und — 


auf der Il-ten Stufe durch einfache Rekursionen definiert werden kann. 


Aber ACKERMANN hat fiir seine Funktion auch eine rekursive Definition — 
auf der I-ten Stufe angegeben, wobei die Rekursion ,,zweifach“ ist, d. h. nach | 


zwei Variablen simultan verlauft (in solchem Fall heifit die definierte 
Funktion ,2-rekursiv“). Werden sowohl auf der I-ten, wie auf der II-ten Stufe 
auch mehrfache (nach mehreren Variablen verlaufende) Rekursionen zugelassen 


(und somit ,A-rekursive“ Funktionen fiir beliebige k& definiert), so ist es bis — 


heute noch nicht entschieden, ob die Zulassung der Il-ten Stufe die Klasse 
der rekursiven Funktionen der I-ten Stufe erweitert oder nicht. 


3. In einem Vortrag am Internationalen Mathematikerkongrefi in Oslo 


(1936) habe ich behauptet, dai die Klasse der mehrfach-rekursiven Funktionen — 


der I-ten Stufe mit der Klasse der einfach-rekursiven Funktionen der II-ten 


quit 


Stufe identisch ist. Ich konnte namlich beweisen, dafi sich eine jede mehrfache — 


Rekursion der I-ten Stufe auf der Il-ten Stufe auf einfache Rekursionen — 


auflosen laft? (den allgemeinen Beweis dieser Tatsache gebe ich in § 1); 
ferner hatte ich eine sehr verwickelte Methode zur Zuriickfiihrung der ein- 
fachen ,,primitiv-rekursiven* Definition einer Funktion der II-ten Stufe auf 
eine mehrfache Rekursion der I-ten Stufe (meine Notizen iiber die letztere 
Methode sind wahrend des Krieges verloren gegangen). Eine Rekursion heibt 


dabei primitiv, wenn die in der Rekursion nicht teilnehmenden Variablen — 


(,,Parameter“ genannt) unveradndert bleiben, also keine Einsetzungen fiir die 
Parameter erfolgen (jedoch kénnen die Parameter auf der II-ten Stufe ,,ge- 
bunden“ sein); und es ist mir friiher gelungen zu beweisen,* daf auf der 
I-ten Stufe samtliche Rekursionen, in welchen fiir die Parameter die ver- 


EEE 


wickeltesten (sogar von friiheren Werten der zu definierenden Funktion 


abhangigen) Einsetzungen erfolgen (,,eingeschachtelte Rekursionen“ genannt), 
auf einfache primitive Rekursionen und Substitutionen aufgelést werden kénnen. 
Die am Osloer Kongrefi ausgesprochene Behauptung beruhte auf der Annahme, 


* W. Ackermann, Zum Hilbertschen Aufbau der reellen Zahlen, Math. Annalen, 99 
(1928), S. 118—133. 

° R. Pérer, Rekursive Funktionen (Akademischer Verlag, Budapest, 1950), S. 97—102. 

4 R. Pérer, Uber den Zusammenhang der verschiedenen Begriffe der rekursiven 
Funktion, Math. Annalen, 110 (1934), S. 612—632. — Siehe noch: A rekurziv fiiggvények 
elmeletehez (Ungarisch mit deutschem Auszug), Matematikai és Fizikai Lapok, 42 (1935), 
S .25—49, 
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dafi diese Auflésung auch auf der II-ten Stufe méglich ist. Aber in gewissen 

_— fiir die If-te Stufe charakteristischen — Fallen wiirde das gleiche Auf- 
lésungsverfahren die Definition einer unendlich-vielstelligen Funktion (genauer 
gesagt: einer Funktion mit einer veranderlichen Anzahl von Variablen) erfor- 
dern, wie in § 4 vorliegender Arbeit gezeigt wird. 


4. In § 2 gebe ich eine durchaus einfache neue Methode zur Zuriick- 

_ fiihrung der primitiv-rekursiven Definition einer Funktion der II-ten Stufe auf 
eine mehrfache Rekursion der I-ten Stufe. Die Methode la8t sich ohne weiteres 
auch auf solche eingeschachtelten Rekursionen anwenden, die ahnlich wie auf 

der I-ten Stufe gebildet werden, namlich auf solche, wobei nur an Stelle von 

_ Zahlenvariablen Einschachtelungen erfolgen; sogar dann, wenn es sich um 
eine mehrfache Rekursion der IlI-ten Stufe handelt; dies sieht man deutlich 
am Beispiel des § 3. 

Die betrachtete Art einfache eingeschachtelte Rekursion la{t sich auf 
der Il-ten Stufe sogar auf Substitutionen und primitive Rekursion zuriickfiihren. 

So scheint es im ersten Augenblick, als ob die Il-te Stufe gar nicht 
mehr liefern k6nnte, als die I-te. 

5, Es kann jedoch auf der II-ten Stufe auch eine neue Art eingeschachtelte 
Rekursion auftreten: eine solche, wobei Einschachtelungen auch an den Stellen 
der Funktionsvariablen erfolgen. Wie das Beispiel in § 4 zeigt: wenn die 

_ Methode in einem solchen Fall angewandt wird, so erhalt man auf der I-ten 
- Stufe die mehrfach-rekursive Definition einer Funktion 0 von unendlich vielen 
~Variablen; d.h. es hangt von einem der Argumente ab, wievielstellig bei 
diesem Argument ¢ ist. Eine solche Funktion kann auch durch Substitution 
_einfach-rekursiver Funktionen aus einer einstelligen Funktion erhalten werden, 
welche durch eine transfinite Rekursion vom Typus «® definiert wird. 

6. So liegt es nahe zu glauben, da die unendlich-vielstellige Diagonal- 
-funktion wy der mehrfach-rekursiven Funktionen der I-ten Stufe® (welche sich 
von allen mehrfach-rekursiven Funktionen der I-ten Stufe unterscheidet) eben- 
falls zu den rekursiven Funktionen der II-ten Stufe gehért; diese Diagonal- 
-funktion laBt sich ja ebenso wie ¢ mit Hilfe einer mehriachen Rekursion mit 
-variabler Vielfachheit (oder mit Hilfe einer transfiniten Rekursion vom Typus «°) 
definieren. Kénnte man das beweisen, so hatte man ein Beispiel fiir eine 
‘rekursive Funktion der II-ten Stufe, welche nicht zur Klasse der rekursiven 
Funktionen der I-ten Stufe gehdrt. 

Betrachtet man aber niher die ,unendlich-vielfache* Rekursion, welche 
‘unsere Funktion 0, und jene unendlich vielfache Rekursion, welche die 
‘Diagonalfunktion w definiert, so entdeckt man einen Unterschied, den ich 
-folgenderweise bezeichnen werde: die Definition von w ist ,,vollzahlig-mehr- 


pe 


5 R. Pérer, Zusammenhang der mehrfachen und transfiniten Rekursionen, Journal of 
_ Symbolic Logic, 15 (1950), S. 248—272. 
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fach“, die Definition von 0 dafiir ,,zerstreut-mehrfach“. Ergibt sich namlich 
nach der Angabe eines gewissen Argumentes, dafi w dabei z. B. r-stellig ist, 


so miissen (fiir m,.m,...2--—-0) zum Aufbau von (nm, m,...,2,-) sowohl 


solche Funktionswerte angewandt werden, wobei das erste Argument kleiner als 
n, ist, wie auch solche, wobei das erste Argument n,, das zweite kleiner als n 


2 
ist, und so weiter liickenlos ganz bis zum Funktionswert w (1, ..., M1, %-—1)__ 


Bei der Definition von 0 gibt es aber eine ganz bestimmte Zahl k, so 
daf, wie grof auch r sein mag, wenn sich 0 nach der Angabe eines 
gewissen Argumentes als r-stellig ergibt, im Aufbau von 9(m,,m,...,m,) 
blo® solche friihere Funktionswerte teilnmehmen, bei welchen héchstens & der 


Argumente (aber.an anderen Stellen andere) kleiner als das entsprechende 
m,,Mm),... oder m, sind, wahrend die friiheren Argumente den entsprechenden ~ 


Vie; Ise oe OeiCh Sind: 


7. In § 5 werden offene Probleme beziiglich der ,,zerstreut-transfiniten* — 


Rekursion dargelegt. Die Frage, ob es uneinschmelzbare Zwischendinge 
zwischen den transfiniten Rekursionen vom Typus «* mit endlichem & und 


zwischen der vollzaéhligen Rekursion vom Typus «® gibt, lautet gewissermafen 


ahnlich, wie das Kontinuumproblem. 

Zum Beweis, dafi die II-te Stufe umfassender als die I-te ist, bietet sich 
auger dem Diagonalverfahren eine Ausdehnung des Ackermannschen Beispiels. 
Das Ackermannsche Majorisierungsverfahren kann aber, wie in § 5 nahegelegt 
wird, fiir mehrfache Rekursionen nur soviel ergeben, dai es eine durch k+ 1 


einfache Rekursionen der I[l-ten Stufe definierte Funktion gibt, die keine — 


k-rekursive Funktion der I-ten Stufe ist (was auch viel einfacher eingesehen 
werden kann); so kommt man aber auch nicht zu einer Funktion der II-ten 


Stufe, welche von samtlichen mehrfach-rekursiven Funktionen der I-ten Stufe 
verschieden ausfallen, namlich saémtliche solche Funktionen insgesamt majori- — 


sieren wiirde. E 


Man gewinnt den Eindruck, dafi die Ausdehnung des Begriffes der 


rekursiven Funktion der I-ten Stufe, wie man es auch versucht, ganz natiirlich 
die Einfiihrung einer veranderlichen Anzahl von Variablen, einer veranderlichen 


Anzahl von Definitionsgleichungen erfordert. Daf es bisher nicht gelungen 


ist, die meisten Probleme der II-ten Stufe zu lésen, hangt damit zusammen, 


dafi man sich auch auf der Il-ten Stufe auf Funktionen mit einer festen 


Anzahl von Variablen beschrankt, welche durch eine feste Anzahl von Substi- 
tutionen und Rekursionen definiert werden. 


8. Ich werde folgende Zeichen benutzen: fiir Zahlen und Zahlvariablen 
kleine lateinische Buchstaben (wenn die Zahlenvariablen gebunden sind, vom 
Ende des Alphabetes) ; fiir Funktionen und Funktionsvariablen kleine griechische 


Buchstaben ; fiir Funktionsfunktionen grofe lateinische Buchstaben. Gebundene 
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Variablen werden in jenem Sinne verstanden, wie in einem Integral 
l 


| p(x)ax 

die Variable x gebunden ist: der Wert dieses Integrals hangt nicht von x, 
sondern von g(x) als Funktion von x und von den Zahlen a und 6 ab. Ein 
Ausdruck, der von mehreren Variablen abhangt, kann als Funktion von 
beliebigen seiner Variablen aufgefaft werden; um zu bezeichnen, welche diese 
Variablen sind, benutze ich das von CHURCH’ eingefiihrte Zeichen 7. So 
bedeutet z. B. 

Ax{a’] 


die Funktion a” als Funktion des Exponenten; und wird das fiir y in eine 
Funktionsfunktion 


A(g; 6) 
eingesetzt, wobei y eine einstellige Funktionsvariable ist, so entsteht eine 
zahlentheoretische Funktion von a und 5b. Ist hier z.B. 


A(g; 6) — 9(6"), 
so ist 
A(@x{a*];0)—a". 
Die verschiedenartigen Variablen werde ich auch in den Folgenden durch 
einen Strichpunkt trennen. 
Beziiglich der allgemeinen Kenntnisse iiber rekursive Funktionen berufe 
ich mich auf mein Buch,’ worin diese zusammengefafit wurden. Die gebrauch- 
lichsten Funktionen der elementaren Zahlentheorie haben sich alle als einfach- 
_primitiv-rekursiv auf der I-ten Stufe erwiesen, so z.B. auch die in den 
Folgenden benutzten Funktionen 


DP=2 
Pnii=die n+ 2-te Primzahl }, 
exp,(n) der Exponent von p, in der Primfaktorenzerlegung von n, 


max (1, ..,x)—das grobte Von mi,-.., Mk. 


i 6 A. Cuurcn, A set of postulates for the foundation of logic, Ann. of Math., 34 (1933), 
—S. 863. 
7 Siehe FuBnote *. 


er 


Ra 
. 
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§ 1. Auflésung der mehrfachen Rekursionen der I-ten Stufe 
auf einfache Rekursionen der Il-ten Stufe 


1. In einigen Spezialfallen habe ich bereits gezeigt,> wie sich die mehr- 
fachen Rekursionen der I-ten Stufe auf einfache Rekursionen der II-ten Stufe 
auflésen lassen. Der allgemeine Beweis kann genau so gefiihrt werden. 

Die allgemeine k-fache Rekursion laft sich auf folgende ,,Normalform“ 
zuriickfiihren® (fiir n,.n,...,—O kénnte der Wert von «(n,, m,..., Mm) beliebig 
gewahlt werden) : 

a(n, Mg,..-, Mx) =O, falls nny... m=O 
a(n +1,2.., Me+1)=8 (tis «--, Me, G1, &q; «- +5 Er), 
Wis Hike t= lee 
e;—=a(n+1,..., M141, 1: 7 (m,..-, Me, @(+-1,..., Me-14+1, My)), «-- 
wn Pi Nyy aoc, Me, OU, 4a], . 5 Te n))), 
wobei die Funktionen @ und y$? fiir i—1,2,...,k—1; j—1,2,..., k—i aus | 
den in der urspriinglichen (nicht normierten) Definition angewandten Funk- 
tionen (aus den ,Bausteinen“ von «) durch einfache primitive Rekursionen 
der I-ten Stufe und Substitutionen aufgebaut werden kénnen. 


Nun werde ich diese Definition auf k einfache Rekursionen der II-ten 
Stufe auflésen. Sei k > 1. Werden die Funktionen 


(1, Xy, ~~ 0) Xe-1), (+ 1, Mg, X1,..+, Xu-g),-.-, &(,4-1,...;ftx-9- 1) eee 


durch die Funktionsvariablen @,, ~.,..., Px-1 ersetzt, so ergibt die Definition statt 
a, = a(n +1,...,m1+1, n,) eine Funktionsfunktion Ay(q1,..., Pr-13 M),---, Mx)2 


Ag (ts. « os. Pests Th ose eee) eee | 
Ag ry «+ => Dents Mi y <» epXlhohy Mie L) | 
OU fiss < sieg ins oe ren ey ea 1) Ag( Pry» «+5 Pr 1; yj). «55 ee 


wobei fiir i= 1, 2,...,k—1 
B, pi(y (n, va'sy [ley Ag Ga, » xo8Pkwds Lites ee 
way PRA(Miy « «xy Mey Ag (Pi; «s+» Pals th, ss 
Man sieht leicht, dafi 
Ay (AX. ©. Xa [a(t 1, +.) Xeat)], Aes « eon ye Ly fg eay eek ee) 
veep Ae +1, 6.0, Meat 1, Mpa, %)]} Mays + +> Me) = 2M I, ..., Hye ee 


gilt. Fir 2, —O steht namlich an beiden Seiten 0; und wenn die Behauptung 
fiir ein n;, bereits gilt, so ist 


8 Siehe FuBnote 38, 
9 R. Péter, Uber die mehrfache Rekursion, Math. Annalen, 113 (1936), S. 489—527 
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meee rreens | (17, X,,5 +) Xn1)], 0 -., 4X, [e(ny4- 1... Meoo-[ finan) |$ 
page te, pea, et 1) = 
Meee. 5 it, Bi;.+., Be-1, AjAX.. . Xk IRS Ch eecrgeeneres sr) pare 
voy WX [A 1, 5s, M8 1, M-1,°%)) 2, ..., m)) = 
Mt. .; Mt, Bi,.:>., Brea, &(f,- 1, ..., ne-a+ 1, ni) ), 
over i=1,2,...,k—1 
eat. 1,..-, a+ 1, A, y(n, ..-, Ne, @(My-- 1,..., Meitl,Me)),. 
25 Wi(n,, Sey ie, 2A +1 ,.. 5-1-1, My) ) ) == 
nach der Definition von e& ist daher 
Eittiiges.j%;,, B;,..., Bua, e(a,+1,..., Mma+1,m)) = 
| er eqn 1... tei--e |, Ty) ae (eel he 1). 
So iibertragt sich die Behauptung von m, auf n,-+-1; demnach gilt sie allgemein. 
Die beiden Gleichungen 
CUt es ty) =O, falls). fip non Nyt = 0 
eee, 4-4-1, 2x) =A, (AX... Xp-1[@ (MX; --., Xe-r)], -»: 

eng GO Mit A ane, Tee 1, N45. X,)] 3 My, --., Ms) 
ergeben eine K—1-fache Rekursion der II-ten Stufe fiir «. 

2. Ich werde aber jetzt die Einsetzungen von 4x,... X;,-1[@ (1, %1,--., Xr1)], 0-5 
Ax,[a(n,+1,..., m-2 +1, me-1, %1)] fiir g,..., ~r-1 Schrittweise ausfiihren ; so 
gelange ich iiber lauter einfache Rekursionen zu «. 

Sei also 

Ax(Pi;.-- +5 Pr-23- Mh, .--, M-2, O, Mx) =O 
AD, - © -> Pu-23 Mh,.--, Mx-2, M1 +1, me) = 
AP, -<-, Pe2, 4X1 [A(Gr,---» Pe-2; Mh, -. +s My-15%)]3 M,-.-, Me); 
As(Qi, +++, Pre} My, ---, Mx-3,.0, M-1, Mx) = 0 
é A,(fi; ee, Pees fly pice tin ss Ie 1; Reet, A 
ee AL(y,..:, Pr-2, AXyXxfAa (Pi, - +=, Pr-g; Mr, ---, Mx-2, Xr, Xe); Mi, -- +, Mx); 


mur Od<i<k 
| AN Giiteee Geta, Weel 7 Nestor, OU, Mner cat, on lh) = 0 
4 Ai(i, + +) Pr-1-i3 Th, +++) Me-1-i5 gee le Meet)... 2-5!) = 
| PAG; = «<5 Petty AX1-. -Xi[Ai( Pi, +5 Puorai5 ay --ey Meds My «ory Xi)]5 My --+) Me), 


zuletzt 
A;.-1(0, Moga S09 ny) =a O 


Ay-s(, +1, o,---, My) = Ap-9(AX.. -Xn-1[An-1 (Me, M1) = +»; em Loallgn’s oy 1th) 


| 
17 Acta Mathematica 
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So ist -Ay-1(m,..., Mx) eigentlich’ keine Funktionsfunktion mehr, sondern eine 
zahlentheoretische Funktion. Ich behaupte, daf 
Agct( Nyt vay Wh) ee 
gilt. Das ergibt sich leicht aus folgendem 
HILFSSATz. Fiir r=0,1,...,k—1 gilt ; 
Ana(ny+1,. 05 tee, Mega, «<> Me) = Ana (AX. <--Xp-1[An-1 (th; X1, = 20) 
voy AXgee Xper [Anan (1 41, «2s, Neci 1; Mp ay oy Ween) Ny). 
Dies ist namlich fiir r—O trivial; und falls die Behauptung fiir ein 
r<k—1 bereits gilt, so folgt durch Einsetzung von nj1+-1 fiir au 
Ay ai(n +1,...,M4i+1, Arye,..., Me) = Aj-1 pA Xho [A(n, Xi; see 1) jae 
. ony AX 6 Xe [An-i(i-e 1, ..., Met 1, i, 
*Thij we sy Ne) Neal, Rescate 


Hier kann aber die rechte Seite nach der Definition auch als 
Ax 1- (erty (40s Xe [Ana Uy 2g) ea ee 
wy ANG s 2 Xteoe |Ager Cel, = «2, Pleas hg leg ge 
PRY ~'. Veuve |Abetar (AXj a5 > Xe) [Anat Gly Oey ee ed | ee 
py A Xs os Xue [Anes (ae 1, iat lp eee te 
5 Phys Bea « gl Uped'y View a Peed) ai taaeeee eee) 
geschrieben werden, und nach der Annahme ist darin 
Aion (AKG Xe [ALE (titi, Beg RWat)|| woe, AX es oak ger ieee wes 
neity Mpot pl, Mey Xzc ep Xhee)| + Titp = celled ay eee beeen 
== Apis (t+ 1.5) MeL, Ady Pay oy Peete 


so ist endlich (die gebundenen Variablen y,,..., y,. 1. wieder mit x,,..., X;41->_ 
bezeichnet) 


Ax-1(, + 1,..., Mer 1) Apo, . +) Mn) 
Apiary (Ari ceXhn {Aoi (a, kas ee aes 
yp AXy< « Xper [Ager (tae 1, 00) Art ly een eee 
p AXy oe « Xent—r[An-1 (ae Lj. sy te 1 pty ag cee y Meee) s Maye 
Die Giiltigkeit des Hilfssatzes tibertragt sich also von r auf r-+-1, solange 
r<k—1 ist; und demnach gilt der Hilfssatz allgemein. 


3. Speziell fiir r—k—1 ergibt der Hilfssatz : 
Ay-1(7i + 1, ..., Me-1-F 1, Mx) = Ag(AX, «. . Xp-1[An-1 (My, %1,---) Xe-1)], + -- 
vey AX, [Apoa (ody so ey epee Leg at, eet 
Nun komme ich zum Beweis von 
Ak-1 (M5. «5 Mu) == Oya oy fie) 
Erstens gilt diese Behauptung fiir n,.n,...m,—0. In diesem Fall ist namlich 
a(n,,...,N)-—0; und falls das erste verschwindende Argument 7,1 ist, so 
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ist der Wert von A;.1(m,..., 2.) mit dem Wert von A;_;., an einer solchen 
Stelle identisch, wo fiir die r+-1-te Zahlenvariable 0 eingesetzt wird ; an einer 
solchen Stelle ist aber nach der Definition der Wert von A,_;_, auch 0. 
Nehmen wir jetzt an, daf die Behauptung bereits fiir alle Vorganger 
einer Stelle (n,+1,...,m-+-1) gilt (als Vorganger werden solche Stellen 
betrachtet, wo das erste Argument n,, oder das erste Argument n,-+-1, das 
Zweite n,, uSw., endlich wo das erste Argument n,-+-1, das zweite n,-+-1,..., 


das k—1-te n,.i1+1, und das k-te nj, ist). Dann ergibt sich aus dem Hilfs- 
satz fiir r—k—1 


ree lye, Me 4-1) — A, (AX, .. . Xx21[¢(, 4, ..-, Xu-1)],>-- 


sey Ate, Ly. ., Mea 1, Meaty Xy)]} Ma, <, Mn). 
Von der rechten Seite hat es sich aber in Nr. 1 bereits herausgestellt, dab 
sie mit «@(n,-+1,...,,-+-1) identisch ist. Es ist also tatsachlich 


Aj.-1(, ar I, sis oy SU), + 1) = a(n, +- ib ee ey Ny. + 1). 


So ist es gelungen, die Funktion e@(n,,..., 7), welche urspriinglich aus 
gewissen schon friiher definierten ,Bausteinen“ durch eine k-fache Rekursion 
definiert wurde, durch & einfache Rekursionen der II-ten Stufe zu definieren. 
Da aber sdmtliche mehrfach-rekursiven Funktionen der I-ten Stufe von O und 
n-+1 ausgehend durch eine endliche Kette von Substitutionen und mehrfachen 
Rekursionen der I-ten Stufe aufgebaut werden kénnen, folgt daraus, dafi sich 
diese Funktionen alle auch durch Substitutionen und einfache Rekursionen 
der II-ten Stufe aufbauen lassen. Dabei hat man auf der II-ten Stufe zu den 
Grundfunktionen 0 und n-+-1 auch die Grundfunktionsfunktionen 


BV, (; a) = (a), Va(Q; ai, A) = PGi, G),..-, VCP; H,.--, Ai) = P(G,..-,4),..- 
hinzuzunehmen. 


§ 2. Zuriickfiihrung der primitiven Rekursionen der II-ten 
Stufe auf mehrfache Rekursionen der I-ten Stufe 


1. Betrachten wir nun ein einfaches Beispiel einer rekursiven Funktion 
der II-ten Stufe. Sei 


«(O, a) =a 
a(n 1,a)=BAx(e(n, x)];.n, 2), 
‘wo 
B(y; 0, a) = ¥ (a) 
B(g; n-+1, a) = C(Ax[B(g; n, x)]; 2, 2), 
und | 


C(@; 0, a) = ¥ (a) 
C(p;n+1, a) = (Cg; A, a)). 
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2. Ich nenne diese Rekursionen primitiv, obwohl der Parameter a von 
« und B in B(Ax[e(n, x)];n, a) und in C(Ax[B(y; n, x)];n, a) nicht unverandert 
geblieben ist. Eine solche Bindung des Parameters ist aber unvermeidlich auf 
der Il-ten Stufe. Denn die Definition soll eine zahlentheoretische Funktion 
ergeben, durch Vermittelung gewisser Funktionsfunktionen. Es treten also im 
Aufbau der definierten Funktion auch Funktionsvariablen auf; diese miissen 
aber zum Schlu& verschwinden. Verschwinden sie blof dadurch, dafi bekannte 
Funktionen fiir sie eingesetzt werden, so hatte man von Anfang an statt 
Funktionsvariablen diese bekannten Funktionen anwenden kénnen, und so 
hatte man garnicht aus der I-ten Stufe heraustreten sollen. (Vgl. die Methode 
der ,Riickverlegung der Einsetzungen“ in der Beweistheorie.) Durch eine 
Rekursion verschwindet aber eine Funktionsvariable blof dann, wenn die 
zu definierende Funktion, mit kleineren Werten der Rekursionsvariablen, als 
Funktion gewisser Parameter fiir sie eingesetzt wird. 

In der Definition von B (oder von e@) k6énnte freilich ein friiherer Funk- 
tionswert auch fiir eine Zahlenvariable eingesetzt werden. Ein solcher Fall laft 
sich aber immer auf einen Fall, wo die Einsetzung des friiheren Funktionswertes. 
(als Funktion gewisser Parameter betrachtet) fiir eine Funktionsvariable erfolgt, 
und auf Substitution zuriickfiihren. Betrachten wir z.B. folgende Definition: 


Bip; 0, a) = 9(a’) 
B,(9; a+ 1, a) = C(g; B,(g; n, a), a). 


Ci(g, W; O\a C(y¥ ; W(Q), a), 


Sei 


so ist 
Bi(g; n+ 1, a) = C,(g, 4x[B, (gp; 2, x)]; a). 

3. Nun kehren wir zuriick zur obigen Definition von «(n, a). Diese 
Definition ist darum eine Rekursion der Il-ten Stufe, weil darin auBer der zu 
definierenden zahlentheoretischen Funktion e(n, a) auch die Funktionsfunktionen — 
B(g;n,a) und C(g;n,a) vorkommen. Offenbar braucht man aber diese — 
Funktionsfunktionen zur Definition von e(n,a) nicht fiir eine beliebige 
Funktion gy, sondern nur fiir gewisse spezielle (selbstverstandlich mit der zu 
definierenden Funktion « in einem gewissen Zusammenhang stehende) Funk- 
tionen; z.B. braucht man die Funktionsfunktion B nur fiir g—Ax[e(n, x)]- 
Eine Funktionsfunktion geht aber fiir eine spezielle Wahl ihrer Funktionsvari- — 
ablen in eine Funktion von Zahlenvariablen iiber. Daher kann man versuchen, 
die Definition von @ sozusagen auf die I-te Stufe zu iibersetzen, indem man 
die Funktionsfunktionen B und C durch jene zahlentheoretischen Funktionen 
ersetzt, die aus ihnen durch Einsetzung derjeniger speziellen Funktionen fiir Ty 
entstehen, fiir die man jene Funktionsfunktionen zur Definition von a(n, ay — 
braucht. (Falls dabei B oder C fiir mehrere, fiir p eingesetzte, spezielle 


Funktionen gebraucht wird, so wird sie natiirlich durch mehrere zahlentheore— 
tische Funktionen ersetzt.) 
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Dieser Zuriickfiihrungsgedanke la48t sich aber nicht ohne weiteres durch- 
fiihren. In der Tat, man kann statt der Funktionsfunktion B(@;n, a) nicht die 
zahlentheoretische Funktion 

6 (n, a) = B(Ax[a(n, x)]; n, a) 
durch Rekursion definieren, da B(qy; n, a) durch Rekursion nach seinem zweiten 
Argument n definiert wurde, und 2 kommt in @(n,a) auch als Argument von 
Ax[e(n, x)] vor. Wird daher 
B(n+ 1, a) = BAx[e(n+ 1, x)];3 n+, a) 
mit Hilfe der zweiten Rekursionsgleichung von B berechnet, so erhalt man 
B(n+ 1, a) =CAx[BAy[a(n+ 1, y)]; 0, x)]; 0, @) 
und hier kann man statt B(Ay[e(n-+-1, y)]; 2, x) nicht die Funktion ? einfiihren 
(auch nicht durch Verwendung der zweiten Rekursionsgleichung von «, die nur 
B(n+1, a) =CAx[BOy[BAz[a(a, z)]; 0, y)]; 2, x)]; 2, a) = 

= C(Ax[B(Ay[P(a, y)]; 2, x)]5 1, @) 
ergibt, wobei man B(Ay[@(n, y)]; 2, x) wiederum nicht “durch ? allein aus- 
driicken kann). 

Daher soll die Rekursionsvariable n von B von dem mit ihr zufallig 
zusammenfallenden Argument n von 4x[a@(n, x)] unterschieden werden, d. h. 
es soll statt der obigen Funktion #(, a) die Funktion 
B(n,, M,, 2) = B(Ax[a(n,, x)]; me, a) 

betrachtet werden. Mit Hilfe dieser Funktion la{t sich die zweite Rekursions- 
gleichung der Funktion «(n, a) wie folgt schreiben: 

a(n+1,a)= (a, n, a). 
Ferner gilt mach der ersten Rekursionsgleichung der Funktionsfunktion 
B(g3;n,a) die Gleichung 
B(n,, 0, a) = B(Ax[e(n,, x)]; 0, a) =e(m, a’), 
und nach der zweiten Rekursionsgleichung von B, 
B(n,, M+ 1, a) = BAx[a(n,, x)]; m2 +1, a) = 
—C(Ax[B(Ay[a(m, y)]; Mo, X)]; 22, @) = C(AX[F(m, M2, X)]5 Mo, @). 

So braucht man zur Definition der Funktion @(1,, 2, a) (statt der Funk- 
tionsfunktion C(y; 7, a) fiir eine beliebige Funktion y) nur die zahlentheore- 
_ tische Funktion 

y¥ (My, Ny, 2) = CAx[@(m, ns, XN te.) 
Nun ist es aus dem gleichen Grunde wie vorher ndtig, die Rekursions- 
variable n, von C von dem mit ihr zufallig zusammenfallenden Argument n, 
von Ax[P(n, ,,x)] zu unterscheiden, d.h. statt dieser dreistelligen Funktion y 
die vierstellige Funktion 
7 (M1, Ma, Nz, @) = C(Ax[2(n,, Me, X)]; M5, 4) 
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zu betrachten. Mit Hilfe dieser Funktion laBt sich die zuletzt fiir @(,, m.-+- 1, a) 
-erhaltene Gleichung wie folgt schreiben : 
PM, M+ 1, a)=y(M, Mo, Ny, a); 
ferner gelten nach den Rekursionsgleichungen der Funktionsfunktion C(g; Nn, a) 
die Gleichungen 
(ny, Nz, 0, a) = C(Ax[@(n,, Ms, x); 0, a) = (Mm, Ne, a) 
y(n, Ny, Ny +1, a) = C(AX[B (My, Nn, x)]; 23+ 1, a) 
= B(n,, mz, C(AX[B(M,, M2, X)]; Nz, @)) = 2(, Me, YM, Me, Ms, @))- 
4. Die hiermit erhaltene simultane Definition 
«(0,a)—=a, 
a(n, +1, a) (n,, n,Q), 
Hn, ’ 0, a) =a a(n, ) a’), 
P(N, Ny +- it a) as y(n, » My, Ny, a), 
v(n,, fy, 0, a) = 8(N,, Ne, a), 
y(M%, M2, Mg++ 1, a) = B(M, Mo, (M1, No, Ng, A) 
der zahlentheoretischen Funktionen e, ¢ und y laft sich leicht zu einer 4-fachen 
Rekursion zusammenziehen: als vierte Rekursionsvariable wird der ,Index“ 
dieser Funktionen auftreten. Ein jeder Funktionswert ist hier naémlich entweder 
mit Hilfe eines an friiherer Stelle angenommenen Wertes, oder mit Hilfe einer 
»iriiheren* Funktion definiert. 
Sei also 
O(N, Ny, Ns, O, a) = &(n,, Q), 
O(m,, Ny, Nz, 1,a@)—= (Mm, Nz, a), 
O( fj, My, fg; 1 2, A) = (Ny, May My, A). 


(Die ,,Indexvariable“ ¢ lieBe sich iibrigens auch in n, einschmalzen: man 


kénnte 0 auch folgenderweise definieren : 
O( fy; fg, 33, C2) — 2 
O(My, My, 33+ 1, a) = 6(n,, Mo, a), 
O(1,, My, 3N,+ 2, a) =y(m, No, Ns, a); 
dann ware 0 3-rekursiv.) 
So lautet die Definition von 6: 
0(0, mo, ns, 0, a) =a 
O(1, + ky Ma; 55.0, 0) == OT Tea eels 2) 
d(n,, 0, Ns, 1, @) = d(n,, O, n,, 0, a”) 
0(n,, fe 1, gy 1) == O(N; § 11g, .Mg; 2, @) 
C(n,, Me, 0, i+ 2, a) = 0(n,, ny, 0, 1, a) 
O(N, My, s+ 1, £2, a)—=4(m, No, Ny, 1, O(n, Mo, Ns, i+-2, a)) 
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und das ist tatsachlich eine 4-fache Rekursion der I-ten Stufe. Dabei ist Bb: 
a(n, a) = 6(n, O, 0, 0, a). 

So entsteht «(n,a) durch eine einfache Substitution aus 0, demnach ist sie 

eine mehrfach-rekursive Funktion der I-ten Stufe. 


5. An diesem Beispiel werde ich auch genau nachpriifen, daB die durch 
O(N, 1%, N;,0, a) definierte Funktion tatsachlich fiir beliebige n,, 7, mit der 
durch die urspriinglichen Rekursionen der II-ten Stufe definierten Funktion 
«(n,,a) indentisch ist. Die Behauptung lautet 
(1) a@(n,, 2) =d(m, Mo, Ns, O, a). 


Dies gilt fiir m,—0O, da in diesem Fall auf beiden Seiten a steht. Nehmen 
wir an, daf} sie bereits fiir ein nm, gilt. Dann werde ich, um ihre Giiltigkeit 
fiir n,--1 zu zeigen, wegen 
ei 1, 0) == B(Ax[a(n,, x)|; 2, 2) und ¢(n,+ 1, m,n, 0,a)—=¢(n,, M1, Ms, 1,4) 
gleich allgemeiner 
(2) PACT XN) Me 1) =O Ny, 1a, -Tgy.1, 2) 
fiir jedes n, beweisen. 

Dies gilt fiir n,—0O, da nach den Definitionen und nach der Annahme 
in diesem Fall auf der rechten Seite 

0(n,, 0, Ns, i a) = d(n, , 0, I, 0, a’) —s a(n, a’), 
also auf beiden Seiten @(n,, a’) steht. Nehmen wir an, dafi fiir ein n, bereits (2) 
gilt. Um auf n,.-+1 zu schlieBen, beweise ich wegen 
B(Ax[e(n,, x)]; 2+ 1,a) = CAx[BAy[a(m, y)]; M2, xD]; Mm, a) 
und 
O(n, fg => 1; Ns, 1, a) == (ity, Ny, Ny, 2; a) 
gleich allgemeiner 
E(3) CAx[B(Ayla(n, y)]; M2, X)]; 23, 2) =9(M, M2, Ns, 2, a). 
Das gilt fiir n,—0, da in diesem Fall nach den Definitionen und der 
letzten Annahme auf der rechten Seite 
d(N;, Mz, 0, 2, a) = 4(m, Mm, 0, 1, a) = BYAx[a(m, x)]; me, @) 
steht, und auch ‘die linke Seite damit identisch ist. Nehmen wir an, dali (3) 
bereits fiir ein n, gilt. So gilt es auch fiir n,-+-1, denn nach den Definitionen 
und Annahmen ist . 
O(n, fia fs -+ Le op a)=d(n,, Ny, Ns, ihe O(n, Ny, Ns, Zz a)) = 
— B(Ay[e(n, y)]; m2, CAx[BA [E(t Wi); Me, %1)]3 Ms, @)) = 
= C(Ax[BAyle(m, y)]; M2, X)]5 M+ 1, @). 

Damit ist (3), dadurch (2) und dadurch (1) allgemein bewiesen. 
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6. Allgemein lautet die primitiv-einfach-rekursive Definition einer Funk- 
tionsfunktion : 
Alia, «+5 Pres Oy Gi jtz oy les Ossie «op Oe) oe BQ x5.<.++5' Pri ay 21) Cie, Ope 

Al@is oy Peg NEA, Qi; ey Ua Ones 385.00) 2 

= C(Q,; «2 +) Pr» AM. -Xe[A Pty os Gri My Cayees> Ga, eee 

a Lise c; Obs Ong een. 
Dabei sind 
B(Qx5 +++ Prj Qa; «2-5 Ao, 0, «+, 0). und C(Qr,.2:; Pry Preis A, Oi; -- => ay Ue 
friiher definierte Funktionsfunktionen (wobei ¢,.1 eine f-stellige Funktions- 
variable ist). Es komme diese Definition als ein Teil der Rekursion [I-ter 
Stufe einer gewissen zahlentheoretischen Funktion 7 vor. Dann soll die Funk- 
tionsfunktion A nach dem vorher verwendeten Gedanken durch Einsetzung 
gewisser speziellen, von 7 abhangigen, Funktionen ¢,,...,¢- (namlich derje- 
nigen, fiir welche die Funktionsfunktion A zur Definition von » gebraucht 
wird) durch eine zahlentheoretische Funktion 


@(Ciyss ny Carll, Ayo s,s Ups Opy ne Oi) A Gy, ee eg FE ee 


ersetzt werden, wobei ¢,,...,¢c, die in ¢,...,6, insgesamt vorkommenden 
Variablen sind (unter denen die Rekursionsvariable von A gewif nicht vor- 
kommt, da diese sonst von der entsprechenden Variablen C unterschieden 
werden mu). Fiir diese Funktion @ gewinnt man aus den Rekursions- 
gleichungen von A die Definition 


A(Ci5 <3 65 Cus O, Gy; <0 «sy Day a5 De) st BG es ony ood ase ee On 
0(C,,:- 62) Cas Moe 1; Oi ios a ee 
Ce, ea pieey Adios SP Gop eaies SRC ele eeernn X,0) Seale 
SIO ate Ca eee eta) 
= Ci, 220) Grp ANG ob fe (Cie Gay By Gye ay Slee eee 
STi pdey sass Uae Gis cee OP 
Hier soll man analog fiir B(¢,,...,5.3@,,..., Qs, b;,...,6;) eine zahlentheore- 
tische Funktion @(c,,...,C,,@,,.-., Qs, ,..., 6) einfiihren ; so lautet die erste 
Definitionsgleichung von « 
© (C1, 06.05 Cu,O, Ary» 205 Mp, Dy 1, O) =A (Cp, ot ey lay Qype es Cente ee an 
Fiir 
CUES oy Sie, AX « on NGL (Ch raty ay ay ener Lis eee ean) face <, 03, 0;, 0 one 
kann man aber nicht unmittelbar eine zahlentheoretische Funktion 
Y(Ci, +++) Cu, N, Q1,...,Qs,5,,..., 0) einfiithren, sondern man hat -zuerst, falls 
die Funkhonsfunktion C(o,,< or, Gey @ecreil arama rn eee 6.) durch Rekursion 
definiert wurde, die Bezeichnung der Rekursionsvariablen in C (nicht aber 
innerhalb-2%, ./F.xy[@ (Cy, op Guy ig Oe eee . X;)] ) in eine neue Variable m 
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abzuandern, und fiir die so aus 


Sates, Be (Ce ay 12) Gay fas ply X18 oo vy 2) | OSs vo, eg teeta Di) 


entstehende Funktion eine Bezeichnung wie 7(¢,,..., C,, 1, Q), ..., Ay Oy;5 2, Uz, m) 
einzufiihren. Um aber die Definition dieser Funktion wirklich aufzuschreiben, 
hatte man jedesmal dasjenige von n, a,,..., Qs, b,,..., 6; durch eine Bezeichnung 


anzugeben, das als Rekursionsvariable der Funktionsfunktion C dient; und 
dies fiir samtliche in der Definition von » vorkommende Funktionsfunktionen 
(da man sdmtliche Rekursionsgleichungen II-ter Stufe von 7 braucht, um ihre 
mehrfach-rekursive Definition I-ter Stufe angeben zu kénnen). Dazu kommt 
noch die Komplikation, dafi die Funktionsfunktion C zuweilen durch Substitu- 
tion entstehen kann. Um also die Zuriickfiihrungsmethode der vorigen Nummer 
allgemein aufschreiben zu kénnen, miif®te man eine variable Anzahl von 
_ voneinander abhangigen Fallunterscheidungen in einer Formelfolge aufschreiben 
kénnen, das geht aber ohne irgendeinen neuen  bezeichnungstechnischen 
Gedanken nicht. (Es handelt sich um eine technische Schwierigkeit von der 
Art, vielleicht um eine noch gréfere, als jene, die man iiberwinden miifite, falls 
man etwa den Multiplikationssatz der Determinanten ohne die Determinanten- 
- bezeichnung aufschreiben wollte.) 

Indessen scheint es mir ohne eine allgemeine Angabe der Reduktions- 
methode plausibel zu sein, daf} dieselbe Methode, die in der vorigen Nummer 
fiir einen Spezialfall durchgefiihrt wurde, fiir jede primitiv-einfach-rekursive 
Definition Il-ter Stufe anwendbar ist. 

Es kénnen also sdmtliche primitiv-einfach-rekursiven Funktionen der II-ten 
Stufe auch als mehrfach-rekursive Funktionen der I-ten Stufe definiert werden. 

Der Gedankengang laft sich ohne weiteres auch auf hdhere Stufen tiber- 
tragen; so lassen sich z. B. die primitiv-einfach-rekursiven Funktionsfunktionen 
der I[l-ten Stufe auch als mehrfach-rekursive Funktionsfunktionen der II-ten 


Stufe definieren. 


§ 3. Anwendung der Methode auf eingeschachtelte (sogar mehrfache) 
Rekursionen, wobei sich nur Zahlenparameter verandern 


1. Zur Analogie der eingeschachtelten Rekursion der I-ten Stufe kénnen 
auf der Il-ten Stufe z.B. solche Definitionen gebildet werden: 
a(0,a)—a 

a(n-+1, a) = B(Ax[e(a, x)]; 1, a), 
wobei . 
B(g; 0, a) = ¢(@) 
B(g;n +1, a)=JCAx[B(g; n, C(y3.n, a, B(gs nn, x))) 15 2 a), 

_wo / und C bereits definierte Funktionen sind ; oder um gleich eine mehr- 
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fache eingeschachtelte Rekursion der II-ten Stufe zu betrachten : 
a(0, aj=—a 


a(n+1,a)—=B(Ax[e(n, x)]; 2, a, a), 
wobei > 
B(g; m,n, a)— ¥(a’), falls m-n—O 


Big; m+1,n+1, a)=—J(Ax[B(g; m, B(g; m+1,n, x), a)]; m, n) 


J(G50, a) = (a) 
H(g;n-+1,a)—9J(g;n, a)). 
Verwenden wir unsere Methode auf die letztere Definition. Sei 
B(Ax[e(n,, x)]; M2, Ns, 2) = P(N, Mo, Ns, a) 

(man muB die erste und zweite Zahlenvariable von B(Ax[«(n, x)]; 1, a, a), 
die zufallig mit der ersten Variablen von « in Ax[«(n, x)] bzw. mit der drittem 
Zahlenvariablen von B(Ax[e«(n, x)]; n, a, a) tibereinstimmen, von jenen Variablen 
unterscheiden, da sie beide Rekursionsvariablen von B sind; dann ist 


a(n-+ 1, a)=(n, n, a, a), 


und 


und 
B(N,, Ns, Nz, 2) == B(Ax[a(n,, x ]; n2, Ns, a2) = e(ny, a’), falls ns-n3 =O, 
8(m, M+ 1, n3-+ 1, a) = B(Ax[a(n,, x)]; 22+ 1, 23+ 1, a)= 
—=JQAx[BAyle(m, y)]; m, BAy[e(m, y)] 3 m+ 1, 05, x), a]; Mo, Ns) = 
== [(Ax[B (my, M556 (th, Map, My, x) @) |; figs Me) 
= 1(M,, Ny +1, Ns, Nz, Q), 
wobei ¢(7,,0, 2;,,,@) beliebig, z.B. als O definiert werden kann, ferner 
t(M, Mo 1, ng, My, 2) = J(Ax[B(n,, Ng, B(M, fla+ 1, ng, x), 2]; My, Mg) 
ist, also 
b(My, Na+ 1, ng, O, @) = J(AX[B(m, Mo, (M1, Mo +1, Ns, x), a)}; O, ns) — 
B(ny, Ny, B(M, Ny+ 1, Ng, Ns), Q), 
U(,, M+ 1, ny, M+ 1, a) = J (Ax[P(m,, mo, 8(m1, Na+ 1, ng, x), a)];2,+ 1, ns) = 
B(n, Me, BC, No+ 1, ng, J(AX[B(m,N2,8 (M1, Ne-+1, Ns, X), a); 4; 2;)), a) 
B(n1; Nz, BM, Ny-+ 1, Mg, ¢(M,, M2, Mg, My, A)), Q). 


Somit erhalt man die folgende simultane Definition fiir die zahlentheoretischen 
Funktionen «, ? und e: 


a(O, a)=—da, 

a(n —- 1, d)== An, i; da); 

P(1,, My, Ns, a)—ea(n,, a’), falls n.-n,—O, 

B(m,, Mea+1, n3+1, a)—=e(n,, m+, ng, No, a), 

t(,, Mase 1, n,, 0, 2) —= 8 (ny, Nay P gate Le 1s); 

t(n, My +1, Ag, 144-1, 2) = G(r, Mo, B(My, to 1, Nz, U(M,, Ny, Ns, Ny, a)), a). 
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Wird 

O(Mys fs, Ns, My, 0, 0) = a(t, a), 

O(fy, Ms, M3, 1, 1;.0) = Bethy, ng, ny, a), 

0(N;, Ms, Nz, N,, 1+ 2, a) t(N,, My, Nz, Nz, a) 
gesetzt, so lat sich 0 genau so, wie in Nr.4 des § 2 durch eine mehrfache 
(hier 5-fache) Rekursion der I-ten Stufe definieren; und aus 0 ergibt sich « 
zum Beispiel durch die Substitution: 

«(n,, a) = 0(n,, 0, 0, 0, 0, a). 

2. Die einfachen eingeschachtelten Rekursionen der betrachteten Art 
lassen sich auf der Il-ten Stufe auch leicht auf uneingeschachtelte Rekursionen 
und Substitutionen aufldsen. 

Betrachten wir z.B. das erste Beispiel der vorigen Nummer, worin die 
eingeschachtelte Rekursion 

B(g; 0,.a) = (a) 

B(g; n+ 1, a) —JAx[B(g; n, C(g; 1, a, B(p; n, x)))]; 2, a) 
teilgenommen hat. Wird eine Funktionsfunktion C, durch Substitution aus C 
und aus der Grundfunktionsfunktion V(w; b)—1(b) wie folgt definiert: 

C.(p, W510, a, b) = u(C(g; n, a, W(6))), 
so lautet die zweite Definitionsgleichung von B: 
B(g; n+1,a)= JAx[Ci(g, A4y[B(@; n, y)]; 0, a, x)]; 7, a). 
Bildet man also durch Substitution aus / und C, die Funktionsfunktion 
(goal; A, a) ==] CXC, (¢, 20; 2, @, x)]; 2, 2), 
so kann B durch die primitive Rekursion 
B(y; 0, a) — ¢(@) 
Bg; n+ 1, a) =f, 2x[B(y; 2, x)]5 2, a) 
definiert werden. 

Jedoch gibt es auf der Il-ten Stufe eine neue Art von Einschachtelun- 
gen; und von diesen ist es zu erwarten, daf} sie von der Klasse der rekursiven 
Funktionen der I-ten Stufe hinausfiihren. 


§ 4. Einschachtelungen an den Stellen der Funktionsvariablen 


: 1. Das Charakteristische der II-ten Stufe ist, daB hier auch Funktions- 
| variablen als Parameter auftreten; etwas Neues ist davon zu erwarten, wenn 
diese neuartigen Parameter sich bei einer Rekursion verandern. 

Handelt es sich um eine einfache Rekursion, so kann eventuell auch 
dieser Fall auf primitive Rekursion und Substitutionen aufgelést werden; mit 
der selben Methode, wie das auf der I-ten Stufe geschehen ist. 1° 


10 Siehe FufBnote 4. 
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Wenden wir diese Methode z.B. auf die folgende Definition an: 
A(p; 0, a) = B(g; a) 
A(g;n+-1,a)=CAx[AQy[AGg; 2, y)]5 2, X)]52, @), 
wobei B und C friiher eingefiihrte Funktionsfunktionen sind. 
Hier ist 
A(g;0,a)=— B(¢; a), 
A(g; 1,a)— C(Ax[AZy[A(g; 0, y)]; 0, x)]5 0, ) = 
ped eNaATHU YI; Ns 0, oe 


Man sieht, dafs sich die . Werte von Ve n, ry durch Ineinariderschachtetiiee™ 

von B(g;a) und C(g;n, a) aufbauen, wobei fiir n in C(@; 1, a) verschiedene 

Zahlen eingesetzt werden. Wird also eine Funktionsfunktion D(¢;0,a) durch 
D(q; 0, a) = ¢(a) 

und fiir n==0 


\ B(Ax[D(g; exp,(n), x)]; a), falls exp,(n) —0O 
| C(Ax[D(q; exp,(n), x)]; exp.(n), a) sonst 
definiert, so kommen unter den Werten von D(g;n,a@) auch die Werte von 


A(g;n, a) vor: man beweist genau so, wie auf der I-ten Stufe, dafi es eine 
1-rekursive Funktion x(n) der I-ten Stufe gibt, fiir welche 


A(g, n, a) = D(g; x(n), a) 
gilt. (Die Definition von D ist noch keine primitive Rekursion, laBt sich aber 


— genau so, wie die ahnlichen ,Wertverlaufsrekursionen* der I-ten Stufe — 
auf primitive Rekursion und Substitution auflésen.) 


2. Aber z. B. bei der Rekursion p 
A(g; 0, a, Q.) = B(q; ay, as) 
A(g;n-+1, a, &)—=CAxy[A(Az[A (g; 2, x, Z)]; 2, G4, y)]; 1, a, A) 
versagt unsere Methode. Betrachtet man hier den Aufbau von 
A(@; 0, a1, az), A(@; 1, Q, Qo), A(Q; 2, A, As), ..., 
so sieht man, dafi darin zwar ebenfalls Ineinanderschachtelungen von B und 
C auftreten, aber um diese sukzessiv bilden zu kénnen, haben wir immer 
mehr Variablen einzufiihren. Z. B. ist 
A(@3 1,4, a.) = C(Axy[A(Az[A (gq; 0, x, z)]; 0, a1, y)]; 0, a1, a2) = 
CAxy[BAZ[B(p; x, 2)]; a, )]; 9, a, a). 
Hier hangt das innerste B(y; x, z) von 2 freien Variablen (x und z) ab, aber 
B(Az[B(g; x, z)]3 a, y) 
bereits von 3 freien Variablen: x, a, und y. Im Aufbau von A(@3 2, Q, as) 
wird auch eine 4-stellige Funktionsfunktion angewandt, usw. Daher kann man 


hier mit endlicher Variablenanzahl keine Funktionsfunktion D angeben, welche 
sdmtliche Bausteine im Aufbau der Werte von A annehmen wiirde. 


DG a) =e 
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Wenn man die betrachtete Methode zur Auflésung der Einschachtelungen 


einer mehrfachen Rekursion anwenden will, so versagt sie bereits auf der 
I-ten Stufe. . 


3. Wurde aber die Funktionsfunktion B(@; m, n, a) (oder A(g;n, a) in 
Nr. 1 dieses Kapitels) zur Definition einer zahlentheoretischen Funktion « ver- 
wendet, so kénnte man doch glauben, dafi sich die Definition von e durch 
die in Nr. 3 vom § 2 eingefiihrte Methode auf eine mehrfache Rekursion 
der I-ten Stufe zuriickfiihren laft. 


Sei z.B. (um gleich eine mehrfache Rekursion zu untersuchen) die 
_vollstandige Definition von @: 
«(0, a) =a 
a(m-+ 1, a) = B(Ax[e(m, x)]; m, a, a), 
mit 
B(g; m, n, a) = g(a), falls m.n—O 
B(g;m-+1,n+1,a)—JAx[BCy[B(g; m, y, a)]; m+ 1, n, x)]; n, a) 
und 
J(P;9; 2) = ¢ (a) 
J(g;n+1,a) =U; n,a)). 
Nach der genannten Methode hatte man hier 
a(imy + 1, ao) = B(Ax[a(my, X)]; My, A, Ao) = B(Mo, ™M,, Ay, A) 
zu setzen, wobei 
Bmp, My, N, Oy) = B(Ax[e(ing, x)]3 ty A, ao) 
ist, also 
B(my, M,, N, Ay) = &(Mp, ay), falls m,-n =O 
6(m,, m,+1, n+ 1, a) BAx[e(m, x)]; m+1,n+1, a)= 
= J(Ax[BAy[B(Az[e(m, Z)]; m1, Y, %)]; 7 +1, 0, x)J; 1, A) = 
= J(Ax[BAy[P(mo, Mm, V, %)]; m+ 1, 0, x)]; 1, a). 
- Hier wird fiir g in B(y; m,n, a) nicht 2x[e(m,, x)], sondern Ay[@(m), m,, Y, A)] 
 gesetzt, so hat man aufier @ auch 


2 (m,.M,, My, N, A, %) = B(Ay[B(m, M,, Y, A)]; M2, 1, a) 


einzufiihren; damit ergibt sich 


B(mo, m+1, 2 +1, a) = J (AXP (mM, MM, Mm, + 1, NA, X)]; 2, A) = 
= 1(mMo, Mm, m,+1,N, N, a), 
falls 
JAX{[8 (mo, My, My, 1, Ay, X)]; F, A) = U(iMy, M, Mz, N, T, Ao) 
| gesetzt wird. (Dabei hat sich das zweite Argument vermindert.) So 1a8t sich ¢ 
mit Hilfe von @ durch folgende Rekursion nach r definieren: 
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L(y, M,, My, N, O, A) —= J(AX[P’ (Mo, M™, Ms, N, A, X)]; 0, Ao) = 
2 (My, My, Ms, Ny Ay, A) 
(My, M,, M,N, T+ 1, A) = J(AX[P’ (mM, M, My, N, a, X)]; 7+ 1, A) = 
i(my, M,, Ms, N, Ay [(AX[P" (img, M,, Mz, 1, A, X)]; 7, Ao)) = 
= F(My, M,, Mz, N, Ay, (My, My, Ms, Ny T, Qo)). 


Aber in der rekursiven Definition von 6” muf fiir y in B(y;m,n,a) wieder 
eine andere Funktion eingesetzt werden als bisher; dies erfordert die Ein- 
fiihrung neuer Funktionen 6” und @’: 
8’ (M, M,, Mz, 1, Ao, 0G) == Bay [3(my, m,, y, a)]; ms, N, a) — 
— B(m), M,, a), Q), falls m,-n—0, 
3 (mm, m,+1,n+1, a), a%)=—BAy[B(m, m, y, Q)]; m.+1,2+1,a)= 
— ](Ax[B(Ay[B(2z [8(mo, my, Z, Qo) ]; Me, Y, 4)]; M+ 1, 0, x)]; 2, 1) = 
= J(Ax[B(Ay[B’ (mo, mM, M2, Y, Ay, %)]; M+ 1, n, x)]; 2, a) = 
== J (Ax[@”’ (mo, M,, My, M+ 1, N, Ap, a1, X)]; nN, 4)= 
= t' (My, IM, Ms, M+ 1, N, N, Ao, a), 
(dabei hat sich das dritte Argument vermindert); wo 
B' (My, M,, My, Mz, N, Ay, Q,, As) = B(Ay[P’ (mo, m,, Ms, Y, Ay, Ay)]; Ms, N, As) 
und 
tig, My,'My, Ms, M, T, Ay, A) = J (4x[B" (ino, My, iy, Iz, 1, Oo, A, 0) pie 
ist. 
Hier kann « wieder mit Hilfe von »” durch eine Rekursion nach r defi- 
niert werden; die rekursive Definition von °” erfordert aber die Einfiihrung 


weer 


neuer Funktionen ~’” und ¢’; und so fort. So miissen unendlich viele, immer 
mehr-stellige Funktionen eingefiihrt werden, wobei immer neue Argumente als 
Rekursionsvariablen auftreten. Man gelangt zu einer eleganteren Bezeichnung, 
falls man (, statt 9, @, statt 9’, %, statt 6” usw. schreibt, und die Funktion @ 


selbst auch durch , bezeichnet; so ist @, eine Funktion von 2s+2 Argu- 
menten, von denen die ersten s+ 1 durch m,..., ms,, die s-+-2-te durch n, © 


die letzten s (fiir s=1) durch a,...,a,-1 bezeichnet werden. Aus dem 
gleichen Grunde soll 


dg ( Migs. «+, Maya, Nyt, Qos .~.) Og) ==) LAN hae ag eee a ee x) 1; en 


gesetzt werden, so dafi «, die bisher durch «, «, die bisher durch ¢’ bezeich- 
nete Funktion bedeutet, usw. Wird also auch der ,Index“ s als eine Variable 
betrachtet, so gelangt man zu einer Art Funktion, bei welcher es von einem 
Argument abhangt, wievielstellig die Funktion ist. 

Die Definition von », lautet also: 


B,(m,, Nn) — e@(my, n) 
Ps 1 (Mm), Pair iat] Me41 ) Nn, QA, teey Qs) > B(Ay[F(m,, ee ) Ms, J, ay, Sac 2 as eae Ms41 ? n, as); 
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daher ist 
e(My +1, a) = BA yle(m), y)]; mo, a, &) = BUAy[B,(m,, V) | Sally yy Qy 
== 8, (IMo, My, Ay, Ao): 
Aus den rekursiven Definitionen der Funktionsfunktionen B und / gewinnt man 
eine Art rekursive Definition fiir die Funktionen , und 1, wie folgt: 
Bo(imy , N) = a (my, n) 
iis 1d, ...,0)= BAY[B5 (iro, «<5 Ms Y, Qo; «s+ M51) ) 3 Mert, N, As) = 
Spi Tigs eet Mls, 0, Cpyasty Get hy fallS Meri-n == 0 
Poin, ..., Ms, M1 +1,N2+1, a,..., a)= 
= BAy[B. (mo, ..., Ms, Y; A, .-+, As-1)]3 Mor +1, 02+1, a,) = 
=J(Ax[B(Ay[BEUZ[B.(iM, ..., Me, ZA, ---, As-1)]; Mert, Y, as)]; 

Sle 1; i, X) | 215 O,) 
= JAX[BAy[Pe1 (Mo, ..., Mes, Y, M, -+-, As)]; M1 +1, 1, x)]; 1, as) = 
==JUX[B.o(1M, ..., M1, Mey +1, N, Ao, ..., As, X)]; N, as) = 
ot, (Mo, -<., Msoxt, Mori + 1,1, N, Ay, -»., Qe), 

und 
Mii pye =; 7547,71, 0,05, ..., Ae) = J (AX[Be12(IMo, ..- 5 Me42, M1, A, «.-; As, X)]; 0, As) = 
== Fe10(Mo, «+-, Mery, I, Ao, ..., As, As) 
Meet ii..5, 2,7 1d, ...; as) = J (AX[Bs.0(1y, -.., Msy2, N, Ao,.--,As,X)]; 
fa), Oz) == 
Ss pe iiin,.--, 19, M; Qo, ---, 4, J(AX[Psp2(MMo, ...5 M42, MN, Ay; --., As, LET, Os) ) == 
— Me lea, fg... 25 Aaya (IM, «0 7 Msia3 NT, Qo, «<2, As)). 
Somit erhalt man die folgende simultane Definition fiir die Funktionen «, 
Bund i,: 
Be2(0,. dy) = a, 
ea (m,+ 1, a) = B,(M, My, Ay, A), 
; P(m, Nn) = &(mM, Nn), 
Bei (I1y, ..., 141, M, Qo, ---, As) = Be(IMo, .++, Ms, AsyQ,..-, Gs-i), falls m1- = 0, 
Bsii(M, re yee lite 1, ay. Gs) = (Ig; vee Moet Moet P Witt Giewt, Ga): 
4,(M), ..., Msi2, N, O, Ay, «++, As) == Bs42 (MM, «++, M42, M, Aoy +++) As, Gs); 
Me i,12, N, r+ 1;d, -..) a3) = 
= Psi2(Mlo;- «+, Mlss2, M, Uo, ++- As, Eon owe Mean, [yf Uh 5» <sg:tlp)') 
4, Fassen wir nun diese Definitionen zusammen. Sei 
D(Mo,..-, Msi2, 7,0, S, 1, Qo, -.+» As) =A(Mo, ig), 
OUynce =; Mae, 1; 15 Sty Qop.6c, a == §, (My, ..., 1s5M, Ay,°--«7As-1), 
O(My, «. +, Maz, 1, +2, 8, 1, Ao, +++, As) = Us (IMg, «8, Ms2, My Ty Ady vos as). 
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So lautet die Definition von 0 (fiir Argumente, von welchen 0 an der betrach- 
teten Stelle nicht tatsdchlich abhangt, kann freilich beliebiges gesetzt werden) : 
d(0, mM, ..-, Mei2, 7,0, S, N, Qo, ---; Ayah 
d(m)+1, my, ..., M2, 7,0, S, 1, Ay, -.-, a) = d(iNg, Mo, Mz, Ms, f, 1,1, Apa ias Q) 
O(iMo,.M,, Mz, f, 1,0, N, A) = O(m), M,, Ms, r, O, O, n, 1) 
O(1My, «+, MeysyT, 1, $-- 1, 1, Ay, ---; Qgs1) == O(iNg, <.., sya; 1,1, Sy las as coy geile 
falls mMeui- n=O 

Jb (iM, «+, Ms, Msi +-1,-Ms.2, Mss, F, 1,$+1,n+1, d,..., Qu) = 

A (Mo, «++, Msi1, Mori + 1, 1, 2, $M, Ap, «oe, Qs) 
O(N, «..5 MMs42, 0, i+ 2, S$, M, Ay, -.+, As) = 


== 0(IMy, +-:, Ms, O, 0, 0, 1, 84-2, N, Ay; ap ae as) 


O(M, -.-, Mo, +1, i+2, S, n, Ay, .+.,As)= 
= O(Iiy, = need 0,r+1,1,s+2, n, Qo, -, As5 
> A (May «iy Moa, I, i 2, SN, Oy, tee 
und daraus ergibt sich «& durch die Substitution: 
@&( IN, ; Ay) == O(INg <.-, Mars, fF, OS Nyaa ened 
fiir beliebige 12,,..., Ms12, 7,5, M, Q,...,Q3, etwa als 
a@(Mpy, Ay) = O(my, O, O, O, O, O, O, ap). 


Die Funktion 0 ist eigentlich unendlich-vielstellig: genauer, es hangt von 


ihrem Argument s ab, wievielstellig sie bei gegebenem s ist. Ihre Definition 


ist eine unendlich-vielfache Rekursion: die Rekursion verlauft zwar bei jedem 
s nach den 5 Variablen m,,m,,r,i,s (m, vertritt dabei die Rekursionsvariable 
von @, ebenso m, eine Rekireioiee debi von B, und r die Rekursionsvariable 
von J), dabei bedeutet aber m, fiir jedes s eine andere Variable. 


5. Die Definition von 0 kann auch als eine transfinite Rekursion vom 
Typus ® formuliert werden. Das kann z.B. so geschehen, dah 


y(m) = 0(exp,(m), exp, (mM), ..., exPos;7(m)) 
gesetzt wird, so dah 


( s+2 ( 2s+7 
O(Ifij; s+ Jthging Ty.ls Selly ge cog tin} (JLT or (Ps sDiapi sD) Tl pr {) 


j=stT 
gilt. So ergibt sich speziell 


a(m, a) = d(m, 0, 0, 0, 0, 0, 0, a) = y(2”- 19"). 


a 


Aus der Definition von 0 erhalt man fiir y eine solche Rekursion, wobei eine 
Stelle m dann als Vorganger einer Stelle n betrachtet wird, wenn die erste 


unter den Primzahlen 
Po» Pry Po, e786 


HCHERE STUFEN VON REKURSIVEN FUNHTIONEN 269 


welche in den Primfaktorenzerlegungen von m und n mit verschiedenem Expo- 
nenten teilnimmt, in der Zerlegung von m einen kleineren Exponenten besitzt, 
als in der Zerlegung von n. Eine solche Anordnung der Zahlen ist aber vom 
Typus o°, 


§5. Offene Probleme 


1. Nach Nr.5 vom § 4 scheint die II-te Stufe geeignet zu sein, zahlen- 
theoretische Funktionen, die durch Substitution aus solchen Funktionen entste- 
hen, welche durch transfinite Rekursionen vom Typus m® angegeben wurden, 
ohne transfinite Rekursionen zu definieren. 

Die ,,Diagonalfunktion* der mehrfach-rekursiven Funktionen der I-ten 
Stufe (welche von samtlichen mehrfach-rekursiven Funktionen der I-ten Stufe 
verschieden ist), ist aber auch eine Funktion dieser Art.1! Kénnte man die 
Diagonalfunktion auf der II-ten Stufe definieren, so hatte man einen Beweis 
dafiir, dafS die II-te Stufe eine weitere Funktionenklasse liefert, als die I-te. 

Betrachtet man aber die Definition der Diagonalfunktion naher, so sieht 
man, daf} diese unendlich-vielfache Rekursion ,,vollzahlig-mehrfach* ist, in 
dem Sinne, dafi die Rekursion an jeder Stelle, wo keine der Rekursions- 
variablen O ist, nach sdmtlichen auftretenden Rekursionsvariablen verlauft. Die 
Definition von unserem d kann dafiir ,,zerstreut-mehrfach* genannt werden, da 
diese Rekursion bei jedem s blo®8 nach 5 der s-+6 Rekursionsvariablen ver- 
lauft (aber bei verschiedenen s nach anderen). Die Definition anderer Funk- 
tionen der II-ten Stufe kann auch immer auf eine solche Rekursion ohne 
Funktionsvariable zuriickgefiihrt werden, welche an jeder Stelle nach Variablen 
einer ganz bestimmten Anzahl verlauft: diese Anzahl hangt von der Struktur 
der urspriinglichen Definition (der II-ten Stufe) ab. 

Wenn es gelingen wiirde, die Diagonalfunktion der I-ten Stufe auf der 
Il-ten Stufe zu definieren, so hatte man ein Beispiel fiir eine vollzahlig- 
mehrfache Rekursion, welche sich auf zerstreut-mehrfache Rekursion und 
Substitution zuriickfiihren la6t. Es ist sehr fraglich, ob dies bei einer so 
wesentlich vollzahlig-mehrfachen Rekursion méglich ist, wie die Definition 
jener Diagonalfunktion. 

Es wire freilich auch méglich, daf unser d und ebenso beliebige Funk- 
tionen der II-ten Stufe — wenn die bisherigen Methoden auch versagen — 
auf irgendeine Art doch durch mehrfache Rekursionen der I-ten Stufe (oder, 
was auf dasselbe herauskommt, durch transfinite Rekursionen vom Typus o*, 
wobei & endlich ist) und Substitutionen definiert werden kénnten; da sich 
also die zerstreut-vielfachen Rekursionen noch auf endlich-vielfache Rekursionen 
auflosen lieBen. Dann wiirde die II-te Stufe nichts Neues gegentiber der I-ten 
Stufe liefern. Dies scheint aber auch nicht wahrscheinlich zu sein. 


11 Siehe Fufinote ®. 
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Auch an sich ist das Problem interessant: gibt es gewisse Zwischendinge 
zwischen den transfiniten Rekursionen vom Typus " mit endlichem & und 


der vollzihligen transfiniten Rekursion vom Typus #® — namlich die zer- 
streute (d.h. auf zerstreut-mehrfache, an jeder Stelle nach 1, oder nach 2, 
oder nach 3,... Variablen verlaufende Rekursionen iibersetzbare) transfinite 


Rekursionen vom Typus «®; oder lassen sich die zerstreut-transfiniten Rekur- 
sionen vom Typus @® auf jene vom Typus o* auflésen; oder laft sich etwa 
die vollzahlig-transfinite Rekursion vom Typus @® auf zerstreute auflésen ? 
Dieses Problem lautet gewissermafien ahnlich, als jenes: ob es Zwischen- 
Machtigkeiten zwischen dem Abzahlbaren und dem Kontinuum gibt; aber im 


Gegensatz zur Kontinuumhypothese scheint es wahrscheinlich, dah es hier 


tatsachlich uneinschmelzbare Zwischendinge gibt. 
2. Dieselbe Methode, wodurch aus einer Definition der Il-ten Stufe die 


4 


Funktionsvariablen ausgeschaltet wurden (und welche bei gewissen Einschach- — 


telungen zu zerstreut-transfiniten Rekursionen gefiihrt hat), kann auch auf die 
Definitionen zahlentheoretischer Funktionen der III-ten Stufe, zur Ausschaltung 
der Funktionsfunktionsvariablen angewandt werden. So erhalt man bei gewissen 
Einschachtelungen zerstreut-transfinite Rekursionen der II-ten Stufe. Wird auf — 


\ 
‘ 


eine solche Rekursion dieselbe Methode, nun zur Ausschaltung der Funktions-— 


variablen, noch einmal angewandt, so fiihrt sie zu einer zerstreut-transfiniten 
Rekursion von hdherem Typus. Vollzahlig-transfinite Rekursionen sind auch 
von hoheren (endlichen) Stufen nicht zu erwarten. Es ist sehr fraglich, ob sich 
die Diagonalfunktion der I-ten Stufe auf irgendeiner Stufe von endlicher Héhe 
definieren laft. 

Jedenfalls erhebt sich die Frage, ob sich eine vollzahlig-transfinite Rekur- 
sion auf zerstreut-transfinite Rekursion von héherem Typus und Substitution 
zurtickfiihren laBt ? 

Es ware auch interessant zu untersuchen, welche Typen der transfiniten 


Rekursionen (oder eventuell andere Arten der allgemeinen Rekursion) fiir die~ 


verschiedenen Stufen charakteristisch sind. 


—s 


a 


a 


3. Gelingt es auch nicht, die Diagonalfunktion der I-ten Stufe auf der 


Il-ten Stufe zu definieren, so bietet sich noch ein Weg zu zeigen, dafi die 
Il-te Stufe mehr zahlentheoretische Funktionen umfaBt als die I-te: die Acker- 
mannsche Majorisierungsmethode. !” 


’ 


Der Grundgedanke dieser Methode ist, daf ACKERMANN die » Bausteine “ . 


einer zweistelligen eingeschachtelten einfachen Rekursion der I-ten Stufe durch 


monoton nicht-abnehmende Majoranten ersetzt; diese nehmen nicht ab, wenn 


ein jedes ihrer Argumente durch das gréf8te ersetzt wird, und so kommt er 


zu einer Majoranten der durch die betrachtete Rekursion definierten Funktion, 


welche (statt der verschiedenen neuen Bausteine die gré®te von ihnen genom- 
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men) etwa so definiert werden kénnte : 
«(0, a) — 8(a) 
a(n-+ 1, a) = S(e(n, B(n, ..., 8(a@(n, B(a)))...))). 
Wird hier die Rekursion aufgeldst, so sieht man, daf 
a(0, a) = &(a), 
@(1, a) = 6(6(... @(6(a))...)), 


ist; hier handelt es sich also einfach um Iterationen von #(a), wobei és von n 
abhangt, wievielmalige Iteration den Wert von «(n, a) ergibt. Daraus folgt 
leicht, da’ wenn man, aus einer Majoranten der im Aufbau der einfach-rekur- 
siven Funktionen zu Grunde genommenen Funktionen ausgehend, durch 
Iterationen immer neue Funktionen ¢,,g,... bildet, dadurch eine solche 
Funktion ¢, erhalt, welche fiir ein geeignet gewahltes n eine beliebige einfach- 
_ rekursive Funktion der I-ten Stufe majorisiert. 

Den Gedankengang auf eine k-fache Rekursion (von ,,Normalform“) 
angewandt, wiirde man als Majorante der dadurch definierten -stelligen 
Funktion zunachst eine Funktion erhalten, welche durch eine Rekursion etwa 
folgender Form definiert wird: 

PAR. 25 Jb) — ak (iss. «5 Me), alls ny... == 0 
@(y 1, ..:, Me 1) = B(e (m1; B(@, (8 (@4(.- . B(@n-1)---)))), --- 

very B(O(B((. -- B(@n-1) ++ -)))))) 

wobei fiir i= 1,2,...,k—1 
a; (a) =a(n,+1,-..., a+ 1, nis, a, -.;, a), 

und so speziell fiir <—k—1 

Oy,» = e(n, + 1,..., Mat, m) 
ist. Ganz innen kommt hier iiberall eben @&_;=a(n,+1,..., m+1+1, m) 
vor; und ist m,-+-0, so kann das durch einen genau so aufgebauten Aus- 
druck als die rechte Seite der zweiten Definitionsgleichung ersetzt wer- 
den, mit dem einzigen Unterschied, dai statt @(m,-+1,...,m1+1, m2) 
Marin @(m,+-1,...;Me1-+1,2—1) steht. -Ist.hier m,—1 =-0, so kann 
a(n, +1, vee) M1 --1,M-—1) wieder durch einen ahnlichen Ausdruck ersetzt 
werden, usw., bis man nach n;-+'1 Schritten zu einem Ausdruck kommt, wo innen 


a(n,+1,-..,Ax1+ 1,0) = max (n,-+ 1,+.., M1 1) 
steht. So entsteht e(m,+1,..., +1) durch, n;,-+-1-malige Iteration an der 
Stelle max (m+ 1,..., M&1-+ 1) aus 
B(e(t1, B(er.. - B(@n-2(8(X))). » +), «+ -) P(r - +1 B(@-2(8(X)))- --))) 
und daher kann @ auf der Il-ten Stufe mit Hilfe der durch 
| 1(¢,0,a) a 
I(g;n+1,a)=9U(¢; 1, @)) 
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definierten Iterations-Funktionsfunktion durch die k—1-fache Rekursion 
(Ny, . «+, My) = max(n;,..., Mx), falls m.n;-..m—=O0 
a(n+1,...,ma%+1)= 
= 1(Ax[B(co(m, (ee «-  8(-2(B(X))) «)s «2 BC... (te 2(8(X))).--))VI5 
ny, + 1,. max (n, + 1,..., M14 1)) 
definiert werden, wobei fiir 71, 2,..., k—2 
a, (a) = 0 (t el, ove, Ml, Nea; G, ee 2) 

ist (n, ist hier keine Rekursionsvariable mehr, blof ein Parameter). 

Wiirde nun zuerst eine Majorante «,(a) der Grundfunktionen fiir (a) 
gesetzt, dann mit der dadurch definierten Funktion «@(n,,..., m.-) die ein- 
stellige Funktion «(a)—a,(a,...,a), usw., so kénnte man Funktionen 
(a), (a), @(a),... erhalten, unter welchen Majoranten einer beliebigen 
k-rekursiven Funktion y(n,..., 2) der I-ten Stufe vorkommen wiirden (in 
dem Sinne, dafi fiir ein geeignetes m, falls max (n,,...,m) geniigend groh 
ist, y(M,, ..., Mx) < %m(max (N,,..., A) gilt). g 

Coy (Tig oan ik) a fhe eee) 
gesetzt, ergabe sich fiir diese Majorantenfunktion der k-rekursiven Funktio- 
nen der I-ten Stufe eine k-fache Rekursion der II-ten Stufe. Diese Rekursion 
lieBe sich auch auf & einfache Rekursionen auflésen; und als k-+ 1-te miifte 
noch die einfache Rekursion fiir / dazukommen. (Dafi es aber eine 1-rekur- 
sive Funktion der Il-ten Stufe gibt, welche auf der I-ten Stufe nicht k-rekursiv — 
ist, erfordert nicht einen so langwierigen Beweis: es ist bekannt, !* daB es eine 
k +-1-rekursive Funktion der I-ten Stufe gibt, welche nicht k-rekursiv ist, und 
diese k-+ 1-rekursive Funktion lait sich nach § 1 auf k+-1 einfache Rekur- 
sionen der II-ten Stufe auflésen.) Im Aufbau einer Funktion der II-ten Stufe 
kénnen jedoch nur Rekursionen von einer endlichen Anzahl teilnehmen. Auf 
diesem Wege kann man daher keine Funktion der II-ten Stufe erhalten, — 
welche die k-rekursiven Funktionen der I-ten Stufe fiir alle k insgesamt 
majorisieren wiirde. . 


(Eingegangen am 9. Oktober 1951.) 
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MIPOBJIEMbI TEOPUM PYWJIbBEPTA PEKYPCMBHbIX PYHKUMM 
BbICLUMX KJIACCOB 


P. NOTIP (Byzaneuit) 


(Pe 310 Me) 


Apudmernyeckne (pyHkiu, KOTOppIe MOrYT ObITh NOCTPOeHHbI H3 HEKOTOPbIX OCHOBHbIX 
(byHkuni nyTém KOHeYHOrO 4NCHa saMeLeHnii mM peKypcuii, HaspiBaroTcs pekypCuBHBIMA 
(byHkunamMu. PasauyHo onpepsenup nonaTue peKypcun momyaHM pasHBie KnaCcBI (pyHKunn 
(KOTOpble YacTO urpaqH pOAb B MCCHeEAOBAHUAX OCHOBAHMIT MaTeMaTHKH). Mccreqonannto 
BASH PASIMYHbIX K1ACCOB PEKYPCHBHBIX (PPYHKUMM fal TONYOK TOT MeTOA, KOTOPHIM CumBGepT! 
XoTe peuimTb nmpoOnemy KOHTHHyyMa. Peub upér O runorese, cornacHo KOTOpoOii M@*K LY 
C4CTHBIM MHOXKECTBOM HM MHOMKECTBOM KOHTHHYYMa He CYLUECTBYET NPOM@XXKYTOUHBIM MHOKECTR. 
Tak Kak MHO*KeCTBO apndMeTHuecKuX (byHKIN eCTbh MHOXKeCTBO MOUIHOCTH KOHTHHYYMa, 
Tuan6epr xoren foKa3aTb rumoresy TeM, 4YTO K GOOMee BEICOKHM TPaHCPMHUTHBIM 4MCIaM 
onpefenseT pekypcuu ,Oonee BEICOKNe. M NOKAsbIBaeT, 4TO NMpeqNONO*KeHNe, COrmacno 
-koTOpoMy apudpmernyeckne (byHKuMn, OnpefenénHpie BCé GOOnee BbICOKHMUM PeKypCuAMH, 
UCYEPbIBAIOT MHOMKECTBO BCEX apH(PMeTHYeCKUX MHOKECTB, He BegeT K aOcyppfymy. B arux 
UCCHeAOBAHMAX ObINO OMpeeeHO NOHATHE PeKYPCHBHBIX (PyHKUMM BBICLUMX KIACCOB: O (pyHK- 
uax Kaacca I, Il, Ill u T. 9. ropopum cooTBeTcTBeHHO TOMy, 4TO B MOCTPpOeHHu NpHHuMaIOT 
yuacTHe JIMMIb (pyHKUMH 3aBNCALMe OT 4MCNeHHOrO MepeMeHHOrO, HAM MpHHMMaloT yuacrTue 
M (PyHKUMM, 3aBNCAUIMe OT (pyHKIMOHATbHbIX MepeMeHHBIX, PYHKUNO (PYHKUMOHATbHBIX nepe- 
M@HHBIX UM T. fl. 

aa Toro, uroObl BbINOAHUTh Nporpammy TwapOepta, HyxKHO TIpexKye BCerO MOKasaTb, 
“4TO BbICLUMe KaCCbI AaloT M HOBbIC (PPyYHKUNM: HAaMpuMep, AOKaA38aTb, YTO CyLeCTRByeT PpeKyp- 
cuBHan (pyHkuna Kaacca II, KoTOpad He MOxKeT. ObITh ONpefeneHa, B Kmacce |. AxKepmaH? 
WOKasal 9TO, CCIM OrpaHM4UTbCA CAy4aeM OMHOKPATHbIX pekypcuit (KOA pekypcns NpoOnsBo- 
AMTCA MO OfHOMy MepemMeHHOMy). Ho p”ByxkpaTHOH pekypcuen nu B Kacce I MOxKeT ObITb 
onmpefemena pexypcus AxkepmaHa. Ecam paspeliMM MHOrOKpaTHBIe pekypcun, 10 HaCTOALIMK 
yeHb He paspewiénH BONpoc: sBaaeTca-an Kaacc II OOmmpHee Knacca I. Kaxerca, 4To pasa 
paspemlenua aTOM mpoOsembI MeTOA MaépusayHn AKkKepMaHa HE FOMUTCH. 

Ha MexKLyHaposHOM MaTemaTH4eCKOM KOHTpecce B Ocno B 1936-om ropy aBTop yTBepx- 
jana, 4TO MHOrOKpaTHO pekypcuBHBle (pyHKuHu Ksacca | TOMKCCTBEHHDI OAHOKPATHBIM PeKyp- 
cuam Kaacca Il. OTO yTBepoxKAeHHe OCHOBbIBANOCh Ha TOM MIpeAMONOKeHMM, YTO KaK H B 
Kaacce 1,4 B Kaacce |!, MOxKHO OfMHOKpaTHbIe ,,BKpamIeHHbIe“ pekypCuM CBeCTH K »TIPHMATHB- 
HbIM“ PekypCuaAM (B KOTOPbIX MepeMeHHbIe HE y4aCTByOllMe B PeKYPCHN OCTAHOTCH HeH3MeH- 
HbIMH)} JOKA3aTeNbCTBO ObIMO OYeHb COHKHO M OTHOCALIMECH K HeEMy 3amMCn Npomain BO 
BpeMA BOMHBI. 

Ceiiuac agrop Bnepppie nyOauKyeT OOmee fOKASATeEMbCTBO TOO, 4TO MHOrOKpaTHO 
pekypcusBubie (byHKuun K1acca I moryr 6bITb Onpepenenbi B KMacce II OAHOKpaTHbIMH pekyp- 
CUAMH; M aT OYEHb MPOCTOM HOBbIM .MeTO[, CBEACHHA MPUMUTHBHBIX OAHOKPATHbIX Pekypcun 
xxaacca Il kK MHOrOKpaTHBIM pekypcnaM Kaacca I. OTOT MeTOA, MOXKET ynOTpeOAATbCA MB 
“TaKux cayyaax BKpaneHua (Mm AA MHOPOKpAaTHBIX peKypcnil), KOTOPHIe CTposATCA MO MeTOAY 
CTpOeHMA BKPaneHHbIX pekypcuu Kacca I, re BKPaNAeHHbIe 3HAYeHMA BCTPeyaloTCs JIMLb 
Ha M€CTAaX UMCICHHbIX MePpeMeHHBIX. 

Ho gaa xaacca Il xapakrepHa BO3MOXKHOCTh BKpamieHuA HOBOrO THNMa: KOra BKpall- 
NeHHbIe sHaYeHUA (purypupy!oT Ha MecTe (pyHKWMOHATbHBIX NepeMeHHbIX. Ecan Mbl XOTUM 
TIpHBeCTH TaKy!O PeKYPCHIO K MpHMMTHBHOM CTappIM HIM HOBBIM METOROM, HYIKHO MCIIOJIb- 
30BaTb Taky!0 (pyHKUMIO, OT OMHOFO apryMeHTa KOTOPOM 3aBUCUT CKOAbRUMM MepeMeCHHPIMA 


oOnagaet (byHkunaA pu faHHOM apryMcHTe. 
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Hogasl (pyHKunat 6 BCTpeyaloulaca Mp MpHMeHeHHH HOBOTO MeTOga, MOMKeT ObITb 
yaHa mpH nNOMOLIM 6eCKOHe4YHO-KpaTHOH pekypcun uaM TpaHc | HHMTHOU pekypcnen Tuna @®. 
Viszecruo,> uo onpenenenne ,varonanbHoM (pyHkunn" wy, BbIBOAAUIEN U3 KMacca |, TAaKOe 
sxe. Ho ompenenenne y ,nmomHoe“, B TO BPeMA KaK ONpepeeHHIO 6 MOKET ObITb aHO Ha3s- 
BaHNe ,pacnblIéHHOl GOECKOHEYHO-KPaTHOM HIM, COOTBETCTBEHHO, TpaHc(pHHUTHOU pekypcun, 
Tak Kak mocie Toro, Kak MbI aMM KaKON-TO apryMeHT, Y OKAa3bIBaeTCA (pyHkunen 7 mepe- 
MeHHBIX, TO B ONpefeneHun w(ny-+ 1,..., 2+ 1) NpMHuMaeT yyacTHe H TAKOe BHAYeHHE w, 
KOTOpoe OHA NPMHUMAeT IPM MepBOM apryMeHTe 7;, MH TAaKOe, KOTOPOe OHA NpUHUMaeT TPH 
n, +1, 7m, Meppbix jByX apryMeHTaXx UH T. J. 6e3 npo6ena, no w(n,+1,...,2,-1+1,2,), 
B TO BpeMsA KaK B ONpefenenum 6 pekypcuA Ha KaxKAON MECTE NPONCXOANT MPH NOMOKH 
onpefer@HHoro unca MepeMeHHBIX, HO B PasHbIM MeCTAX IO PasHbIM MePeMCHHbIM. Takum 
06pa30M O4eHb COMHHTENbHO, MOXKHO AH ONpefeaNTb B Kacce II tbyHKUMIO Y, BbIXOAALyIO 
uz Kaacca I. 

B caasu C STHM BOSHUKaIOT HM Camu 0 Ce6e nHTepecHBie nNpodsempl. Ectb aH mpo- 
M@KYTOUHHIE CTeneHH Me Ky pekypcuamu w* npn KOHeYHOM k (kK— KpaTHbIMH Kjacca lu 
NOAHBIMH TPaHC(PHHUTHEIMH THMa ©, KOTOPHIe He MOryT ObITb BANTHI HH B OAHY U3 HX? 
(3qecb MOXKHO UyBCTBOBATh HEKOTOPOE CXOACTBO C NOAHATHEM BONPOCa MpOOMeMbI KOHTHHYYMA. 
HO B MIpOTHBONONOKHOCT MpOO Me KOHTHHYYMA, 3/€Cb KaxKETCA BEPOATHBIM CYLIECTBOBAHHE 
NPOM@xKyTOUHBIX CTemeHe;). 

Henb3a aM nonnyro pekypcnto THMa w®, CReCTM K pacmbIIGHHOM pekypcun BbICUerO 
tuna? (MB CBA3H C STHM ONpefseaMTb AMArOHanbHy1o (pyHkKumto yw ecu He B Kaacce II, TO B 
KaKOM HHOyfb BbICMIeM Kacce?) Bpia0 Obl MHTepeCHO HCCAeAOBaTh M TO, TpaHc(pHHUTHBIe 
pekypcun kKakoro TuMa XapakTepHbI fA BbICHIMX K1aCcOB. 
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I. OCCURRENCE PHENOMENA 


§ 1. Formulation of the probiem 


Let us consider a stochastic process of the Poisson type. Let the den- 
sity of events be denoted by p. In this case the probability of one (or at least 
one) event taking place between the moments w and u+4u is equal to 
p4u-+o(4u), whilst the probability of more than one event taking place in 
the same time interval is' o0(4u), and thus the mean value of the number of 
occurrences is p4u [3]. In what follows, for the sake of brevity, we shall say 
that the probability of one event occurring between the moments wu and w-+-du 
is pdu. ; 

Let us examine the Poisson process in the time interval O=u< oo and 
let us define a new process as follows: let us suppose that the events occur- 
ring in the time interval O=u<o give rise at the same moment to a 

happening, in case the event takes place at a moment when no happening is 
going on. An event occurring during the course of a happening does not give 
rise to any new happening. Let the duration of a happening be a random 
variable: &. 

While the process of events is a Markoff process (Poisson process), the 
process of happenings is no longer a Markoff process, as the future behaviour 
of the process does not depend on the present condition only, but also on 
how the process has reached the present condition. 


o(4u : : 
1 9(Au) denotes a function for which lim at whereas O(4u) is a function, 
Au>0 
O(Au) |. 
for which | e ) is bounded. 
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For the sake of definiteness, let us think of the particles counted by 
means of a Geiger-Miiller counter. The particles to be counted are producing 
ions in the gas space and these ions are causing a pulse-like discharge. 
The progress of the discharge once started is not influenced by any further par- 
ticles arriving. Accordingly, for new particles possibly arriving during the 
discharge the counter is insensitive. According to our terminology, we shall say 
that at a given moment an event occurs if at that moment a particle arrives. 
In many cases, e. g. in the disintegration of radio-active atoms, the arrival 
of particles forms a Poisson process. It is the duration of the discharges that we 
are calling happenings. 

The idea of the stochastic process of happenings has been introduced in 
the paper [6] of A. REny!. The difference between the discussions there and 
in the present paper lies in the fact that in the case investigated by A. RENyI 
it is possible for new happenings to begin during a happening going on, 
whereas in our case this is excluded. 

We are going to investigate the following problem: we suppose that 
happenings are started only by events occurring after the moment w—0, i. e. 
we consider the process of happenings to begin at the moment uO and we 
suppose that the duration € of each happening possesses the same probabi- 
lity distribution H(x). (H(x) means the probability that the duration § of a 
happening is =x.) Let W(t,n) denote the probability of the number of hap- 
penings beginning in the time interval (0,f) being =n and let m(f) design 
the mean value of the number of happenings beginning in the interval (0,7?) 
which value, if it is finite, can be expressed as follows: 


(1) m(t)— > [1—Wn)} 


Let further £2(¢, z) denote the distribution function of the duration of the 
happenings taking place in the time interval (0, f), i.e. the probalility of the 
event that the duration in question is = z, and let 7(¢) denote the mean value 
of the duration of the happenings taking place in the time interval (0,4) which 
can be expressed as follows: 


t 


(2) o(t)— | [1—2¢, DJ az. 


It is these quantities we shall determine in what follows. 

For the purpose of calculating the values m(t) and t(¢) we introduce 
two new functions. Let the probability of a happening going on at the moment 
u be F(u). In this case the probability of a happening starting between the 
moments w and w-+- Ju is 

[1—F(u) | [p4u+o(4u)], 


since the probability of a happening starting in the time interval (u,u+ Au) © 
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is equal to the product of the probabilities of the following two independent 
events: 1) no happening is going on at the moment uw whose probability is 
1—F(u) and 2) an event occurs in the time interval (u,u-+-4u) whose pro- 
bability is p4u-+-o(4u). In what follows, the probability of a happening 
starting in the time interval between the moments w and w+ 4u will be deno- 
ted as follows: 

f(uy4u+o(4u). 
Here 
(3) f(u) —[1—F(u) |p. 
The probability of more than one happening starting in the time interval 
(u,u--4u) is, as easy to understand, o(4u). This will be expressed in what 
follows by saying shortly that the probability of a happening beginning bet- 
ween the moments w and w+du is f(u)du. 


§ 2. The determination of f(w) and F(w) 


Let us suppose that the mean value of &, 


(4) ce —| [1—A(@|dx 


exists and is finite. 
First of all, we may write 


(5) Fe) == | fa—x»[I— Ao dx. 


The reason for this may be given simply in the following way: 

At the moment uw a happening is going on if a happening has begun 
between the moments u—x—dx and u—x, the probability whereof is 
f(u—x)dx, and if the duration of this happening is greater than x, the pro- 
bability thereof is 1—H(x). The probability of the occurrence of these two 
independent events is the product of the two, and F(w) is obtained by integ- 
ration for all possible values of x. 

By substituting (5) into (3), we obtain a Volterra integral equation of 


the second kind 
(6) f(a) —p—p | flu—x)[1—H@) x 
by which f(u) is defined. Knowing /(u), it is possible, by aid of (3), to obtain 
F(u). The following theorem holds: 
THEOREM 1. /f the value of the integral 


nD 


Hoax 


a 
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is a finite number «, then there exists one and only one non-negative, bounded 
and continuous solution f(u) of the integral equation (6). 


In accordance with a well known theorem of the theory of Volterra 
integral equations of the second kind, if 1—H(x) is measurable and bounded 
in any finite interval, then there exists one and only one bounded measurable 
solution f(z) of (6). (See [7].) In our case the distribution function H(x) is 
non-decreasing and O=H(x)=1, and, accordingly, satisfies the requirements, 
and thus there exists a bounded, measurable solution f(w). It is easy to prove, 
but is also evident from (3), that 


0=f(u) =p. 


There remains to be proved the continuity of f(w). Our integral equation may 
also be written in the following form: 


u 


(7) fe) =p—p | f@)[I—H(u—x) Jade. 


Hence 


(8) (a+ su) —f(u) = p | fO[H(u+ 4u—x)—H(u—x) dx — 


—p | f(x») [1 —A(u+ 4u—x)| dx. 


A(x) being a non-decreasing function, H(u+ 4Ju—x)—H(u—x)=0 
and further 1—H(u+4u—x)=0 and 0=f(u)=p and, consequently 
uth Au 
|f(u+ 4u)—f(u)| = p| | H(x)dx — | H(x) dx. +p4u=2p'4u, 
i. e., f(u) is continuous. 


The explicit determination of f(u) can often be performed easily by means 
of Laplace transformation. Let 


(9) W(s) = | evrdH(x), 
the integral being convergent for Jt(s) = Cent 
A, H(s)—le“"[1—H(x)]dx =O) 


which is likewise convergent for )t(s)=0. 
With the above function 


(11) y(s)= Je~puau 


OCCURRENCE AND COINCIDENCE PHENOMENA 279 
is convergent for K(s)>0O and the Nigh equation is valid: 


(12) $ P 
OLS aie ON ee eaTTO: 
which permits the determination of f(u) in its points of continuity, that is to 
say, for all values of u. 
. f(u) is bounded and continuous for all values of u, and, accordingly, (s) 
exists for 3i(s) >O and from equation (6) we ee. obtain that 


(Ss) + p9(s)*P(s) = 


from ore (12) can be obtained. It is known ae the theory of Laplace 
transforms that from @(s) it is possible to determine the value of f(w) in all 
its points of continuity. 

With the aid of f(w) and F(u) the mean values can be determined in 
a simple manner. 


§ 3. Determination of the mean values 


The average number Aus ye beginning in the time interval (0,t) is 


(13) m(t) = | f(u)du 


whilst the average total length of secs in the time interval (0,t) of the 
happenings beginning in the same interval is 


(14) o(t) = | F(u)du. 


Proor. The probability of a happening beginning in the time interval 
(u,u+4u) is f(u)4u+o(4u). The probability of more than one happening 
_ beginning is o(7u): It is easily seen that the sum for the average number 
of the happenings extended to more than one happening is o(4u) in conse- 
quence of the fact that in case of a Poisson process the sum for the average 
number of the events extended to more than one event is o(4u) and it is 
even true for the happenings. Accordingly, the average number of happenings 
beginning in the interval (u,u+ 4u) is f(u)4u-+o(4u). What interests us is 
the average number of happenings beginning in the interval (0,f). Let us divide 
the interval (0,4) by means of the dividing points u,—0,t,,U,,...,Un,—t 
into n subintervals, the length of each of which is 4u—t/n. The average 
number of events beginning in the ith subinterval is f(w;)Ju--o(4u) and, 
according to the definition of the mean value, 


m)— Spa) 4u+ o(4u)). 
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As f(u) is bounded and continuous in the interval (0,t), it follows that in case 
n—>oco the above Riemann sum converges to the integral 


| fw)du, 


that is to say, (13) is true. 


The mean value of the duration of the happenings falling within the 
interval (u,u+-4u) is determinated as follows. We distinguish three kinds of 
happenings: 1) Happenings going on at the moment w which are not termi- 
nated in the interval (u,u-++-/u); the probability of such a happening is 
F(u) + O(4u) and its duration is 4u. 2) Happenings going on at the moment 
wu, and terminated in the time interval (u,u-+-4u); the probability of such a 
happening is O(/u) and its duration is smaller than Ju. 3) Happenings 
beginning in the interval (u,u+-Ju) the average number of which is o(4u), 
whilst their duration is smaller than 4u. 

This is due to the following reasons: first of all, the probability of a 
happening, going on at some moment uw, not being terminated within the inter- 
val (u,u+/u), is equal to the probability of a happening going on at the 
moment u+/u, whose starting point falls within the time interval (0,1), that 
is, does not fall into the time interval (u,w-+-4u). As in case a happening 
is going on at time w-+4u two mutually exclusive cases are possible: the 
starting point of the happening may either fall into the interval (O,w) or into — 
the interval (u,uw-+-4u), the probability of this latter event being, as can easily 
be seen, O(4u), the probability sought for is F(u-+- 4u)—O(4u). Here, owing 
to the continuity of F(u), F(u+ 4u)=— F(u)+ O(4u). Accordingly, the proba- 
bility sought for differs from F(w) by O(4u). 

Further, a happening taking place at the moment uw (the probability of 
which is denoted by F(u)) is possible in two ways mutually excluding each 
other: either the happening does not terminate in the interval (u,u-+-4ua), the ~ 
probability whereof is, as we have seen, F(u)—O(4u), or it terminates, the 
probability whereof amounts, according to what has been said above, to O(4u). | 

Thus, the average duration of the happenings taking place in the time : 
interval (u,u-+-4u) amounts to 


F(u)du--o(4u). 


Let us divide the interval (0,¢) by means of the dividing points mentioned 


above into n parts, in which case we may,.in accordance with the definition 
of the mean value, write 


u(t) 2 [F(u;)7u +-0(4u)]. 


As F(u) is bounded in the interval (0,t) (0=F(u)=1) and continuous, it 
follows that in case n-> oc the right side converges to the integral 
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t 


| \F (u)du 


and thus (14) is true. 


REMARK 1. With the aid of the expressions (13) and (14) of the mean 
values, it results directly from equation (3) that the following relation holds 
between m(t) and 1(f): 


(15) m(t) + p(t) = pt. 
REMARK 2. If the Laplace transform g(s) of Fu) is known, it follows 


that the Laplace “arsiney of the expression m(t) = [red well known from 


the theory of Laplace transforms, is g(s)/s from eich m(t) can often be deter- 


mined easily. Then by (15) the Laplace transform of «(f) is 5 = > ay 

Remembering that if the Laplace transform of f(u) is 

Ap Ao» Am, vy J 
16 @(s)= el | = | oe Jew 
:) #{S) = v= See (s—Ss,) ) Cy : 
it follows that 
nyt 
Aw +A (eee ae t+ Am len ifr = tt, 
(7) fm) — ) 2 | riley Rica yl) 
lo 0) ein ci 


the results of the examples enumerated below will be obtained easily. 


EXAMPLE 1. Suppose that §=« (constant). In this case w(s)—e** and 


fore) j+1 
*) (= pT s—pe* pe, p+s 
whence 
7 eos : © 
a -p pees libre I)’ 
(19) fu) =p > e-p (u-a/) sievieg a 


and 


Zi, p*(t—aj)" 
(20) mf) = Ee | ae es oS. IS elle su 


( —T k=0 


EXAMPLE 2. Let the aint: function of § be H(x)=1—e-**. In 
, 1 
this case p(s) = coer and, 


(1+ es) p ap 
(21) g(s) = a ae eer (1+e«p)s TG -ap)(1 +ap-es)’ 
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hence 

apt tan 
(22) {(o=; ey: sy par 
and ae 
(23) m(t) = ait 4 ae ‘ 


carr: “(+ epy 


§ 4. The asymptotic behaviour of /(w) 


THEOREM 2. /f the average duration of the happenings 


= 6) 
> 


(24) = | [I—H(x)]dx 
is finite, then we have | 
(25) Hitt, [UL os areas war : 
PRooF. First we observe that evidently 

(26) [m(t)—1l]¢ = c(t) = m(he. | 
Hence in view of (15) we have . 
p ON a pee ap 1 | 

EM, l+ep = t ~1l+ep ltap t’ . 
that is, : 

a 
(28) lim = lim — FF du = idea 


From (25) we obtain ae but to prove the converse we have to show that 
lim f(u) exists. So there are only two possibilities: either lim f(w) exists and 


U—> D u—-> © 


this gives (25) or the latter does not exist. 
We perform the proof by means of the following theorem which can 
be found in the book of PALEY-WIENER [5] (p. 59, Theorem 17): 


Let f(u) be measurable and bounded in every finite interval (0, w) and 
let K(x) belong to L(O, ov), i.e. 


tL 


(29) '|K(x)| dx <toe. 

Let | 

(30) flu) + | Ku—x) fx) dx>C as ue. 
Then if ‘ 


(31) [Ke es dx +—1, R(s)=0, 
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we shall have 


(32) f(u) > #e aS U—+ oo, 


0 2) 


1+ |K@ dx 


Conversely, let K(x) belong to L(0, ~), let 


| KG) dx +—1 


) 


(33) 


and let (30) imply (32) for every /(w) satisfying our conditions. Then (31) 
must be true. 


Let now f(u) be the solution of the integral equation (7). We have 
shown that f(w) is bounded and continuous. Let 
(34) K(x) = p[1—H@)]. 


Taking (24) into account, it may be proved that this satisfies our requirements 
concerning A(x). With this function, by virtue of (7), we have 


u 


(35) f(a) + p| fd [1—H(u—»)] ax = p, 
whence C = D. 
Since és 
(36) © [Ke ax~p J Heo) = pe 


Band C= p, therefore (25) exists if 


(37) J Ko) e-8* dx A) [1 —H(x)] e-*" dx ere ae 18, 1 


—1, Rs) 20 
But this is true since for s—O on the left side we have ep + —1; and 
supposing that there exists an s with s 4-0 and (s) = 0, not satisfying (37), 
we have 


= oe 
vQ=145. 


For %(s) =O we have |y(s)|=1 and for s+0, X(s) 20 p+ sulk 
Therefore every s on the right half plane satisfies (37). Hence our theorem 
is proved. ; 

REMARK 1. Theorem 2 for the case ap <1 was proved by A. RENyI ‘in 
an elementary way. His method can be probably extended to the case ap = 1; 
which would make possible to avoid the use of the deeper theorem of 
PaLey-WIENER. 


. 
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REMARK 2. If jim 1 fu) exists, then denoting by g(s) the Laplace 
transform of f(u), we ‘have 
(38) lim n flu) = lita 1 $#(S) 


(see for example [4], p. 458, Thorn 3) If f(u) is again the solution of the 
integral equation (7), then for the function ¢(s) furnished by (12) we obtain 


= are L 
8) Haney) ao 1--pa’ 
The converse of this theorem in general fails to hold. But theorem 1 on 
p. 488 of [1] gives the possibility for an asymptotic expansion of f(u) by — 
means of g(s). In our case this reduces to the limit of f(u). 
REMARK 3. If in (27) for m(t) we substitute (13) then we have 


(40) 0=< [|r steers saad 


This estimation is stronger than that of (28). 


§ 5. The determination of W(¢,7) 
W(t,n) is a continuous function of t. As O=W(t,n)=1, its Laplace” 
transform: 
(41) w,(s) =| es W(t.n) dt 


is convergent for N(s)>0, and if 


00 


(42) w(s)— |es*dH(x) 
which is convergent for i(s)=0, it will be true that 


1 n+1 s n 
(43) Wy, (s) em 4 (6s) | 

: (P+s) 
which equation permits the determination of W(t,n) in all its point of conti-. 


“nuity, t. e. for all values of t. 


Proor. First of all, we shall show that W(t,n) is continuous. The event that 
the number of happenings beginning in the time interval (0,t-+ 4?) is =n, 
the probability of which is equal to W(t-+4t,n), can be produced in the 
following ways, mutually excluding each other: 1) n happenings begin in the 
interval (0,t) and no happening begins in the interval (f,t+ 4?) (the proba- 
bility of the latter being smaller than 1, and greater than or equal to that of 
no event occurring in the interval (¢,f-+ 4t) and this latter probability being 
[1—p4t—o(4t)]); 2) or, n—1 happenings begin in the interval (0,f) and 
one happening begins in the interval (t,t-++ 7), the probability whereof is smal-. 
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ler than or equal to the probability of one event occurring in the interval 
(t4¢+ 4t), and the probability hereof is p4t-+o(J?), and is greater than or 
equal to zero (more exactly, it is o(4f)); 3) or else less than n—1 happen- 
ings begin in the interval (0,f) and more than one in the interval (t,¢+ 10), 
the probability whereof is 0(4t). Thus 

; W(t+ 4t,n) = W(tn) + W(t,n—1)(p4t+ o(4t)) + 0(48) 
an 

W(t + 4t,n) = W(t,n)[1—p 4t—o(4t)] + W(t,n—1)o0(4t) + 0(4?) 
and. therefore 
. —p4t-+-o(4t) = W(¢t+ 4t,n)— Wn) =p 4t-+ o(4t) 
from which the continuity of W(t,n) follows. 

Let us denote in the process beginning at the time w—0 the starting 
points of the consecutive happenings by w,,u,...,u,,... Then the probability 
of not more than 1 happenings starting in the interval (0,f) is equal to that 
of the (n-++1)-st happening starting at a moment later than f¢, that is to say, 


(44) Win) P(E tts). 
As P(t < tn1) + P(r =f) = 1, therefore 
(45) W(t, n) = 1—P(tn1 S12). 


Let the difference of the starting points of two consecutive happenings be 
Be; — u;— u;1(i—2, 3,...) and &,—u,, then 
: (46) Wien) = 1— P(E Se. .- + Sa 2). 
The random variables &,,&,&,... are mutually independent. The introduction 
of the difference of the starting points of consecutive happenings, and thereby 
the reduction of the problem to the determination of the distribution function 
of a sum of independent random variables, can be found in the works of 
various authors, for instance, in the work [2] of R. ForRTEeT. 

The density function of § is g,\(x)—e”*p. The variables £,§3,... pos- 
sess the same probability density function 


(47) g(x) =p | er©dH() 


for the following reason. The difference of the starting points of two conse- 
cutive happenings can possess the value x only if the duration of the hap- 
pening is equal to 7, and if, following it, after the lapse of a length of time 
-x—r, an event occurs, which is at the same time also the starting point of 
a happening. 

The density functions g,(x) and g(x) are continuous. The Laplace trans- 


eform of g,(x) is y,(s)= paar and the Laplace transform of g(x) is y(s)= 


= = 5 VO) Both are convergent, if Ii(s)=0. As the random variables 
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&,&,&,... are mutually independent, the Laplace transform of the density 
function of the random variable £,+&-—+...+§..1 is equal to the product of 
the Laplace transforms of the individual variables §;, that is to say, to 7,(s)[7(s)]’. 
Further, the Laplace transform of the distribution function of the random 
variable £&,+& +... +6&,4. is obtained on division by s, and thus 


1_ xl 1 j ver’ 
Ss S Ss (p-sye 


(48) (8) = 


which is convergent if t(s) > 0. 
If w,(s) is known, W(t,n) can be determined in all its points of conti- 
nuity, and as W(t,n) is continuous, it can be determined for all values of ¢. 
REMARK 1. It follows from (1) that the Laplace transform of m(f) is 


BSS nu nls) p 
49) BLP) | =" SP Ol =e) — ses 


n=0 


taking into account that is Ji(s) > 0, it follows 


y(s)|< 1, and thus the series 


is convergent. This formula is in accordance with the result obtained earlier. — 
REMARK 2. Denoting by m,(t) the rth moment of W(¢,n), if this is — 


finite, we have 


(50) 1 (1) ae S [(n +1) —n'] [1— W(t, n)}. 


The Laplace transform of this is 


51 @ictes t dt oy mie r x p “Tw(s)]" ; 
61) fertim(t dt S104) Nowe” 
P yves_ileyoy 
CRE re BS 


| SF" [p+s—py(s)}! 
where ©; denote Stirling numbers of second kind. Here we have applied the 
well-known relation 


ais ~~ >i n!} 
(52) Re tag FER 11> 
EXAMPLE 1. £—=« (constant). In this case w(s)—e* and 
Listen Yi esa I 1 SS po 
(53) WM), (s) <n a | = e 2 -— > P : e7san 
S Pos _S bs. fat (p-+s) 


and thus 


n+l j-1 
N Dp ({— nay’ tree : 
() W(t, n) — 2 a ele eee 
l NPE iphtte Sr 


In case ne =t we can write (54) in the form 


t-ne 


W(t, n) =1— | ene pdx. 


0 


a 
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EXAMPLE 2. The distribution function of & is A(x) = 1—e'. In this 


case w(s) = i : and if ie + p, then 


, n+l ? 
‘ n+) 


7 — P | | | Bs i pst 
SUS eS pees ltas fi (p+s) | S&S (1+ as) 
where 
A;=— pi = SHEN 1)" +1 lps ++ ae ant Meh chaaes 

com (I—ap)"* J+ cc 

and 
1,8 (ntk—j+1 Pees 
Basa t S| ee) | need ss 
a q/-) 2,4 ) : | a! piesa pee > 

if——p it follows that 

1 1 p 2ne+l 2ntl pi 1 
56 EOS (ash fee | | 5 — 
©?) Oe Ss \pts} A ts 
In accordance herewith, if +p, then 

n+l . "1 

= A,-t-! eset! 
57 Witn)= > prt 4. S' Pe tie 
67) : Oi 2 Gail * et Gl 
and if —— p, then 
a 
SS 
t i| 

(58) Witn)— > Pore” e7 


It is worth mentioning that the distribution function (58) can be obtain- 
ed from the Poisson distribution by adding the probabilities of each two 
consecutive integer values., 

This can be deduced also directly. Notably, W(¢,n) = 1— P(§, +&+...+ 
+£,.1=1), where the density function of £, is g,(x)—e”"p, and the density 
fiinction ‘of &,&,..., 41 iS 9:(x)*g,(x), i. e. the composition of g,(x) with 
itself. As g(x) is the density function of the consecutive events in a Poisson 
process characterized by the density p, it follows that P(§,+§ +...+§:4=9) 
is the probability of at least 2n-+1 events occurring during the length of 
time t. The probability fee is 


pu 2n ol, 
(59) ear ars eens feats (2n)! pdu=1—)> oe aris 


and thus (58) can be confirmed in this way also. 
Similarly, (57) can be produced as a composition of Poisson distributions. 
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§ 6. The determination of (7, z) 


Q(t, z) will denote the distribution function of the duration j of the 
happenings taking place in the time interval (0, f), in a process of happenings 


which started at the moment u — 0. 
The distribution function of the duration of a happening is H(x). Let 


H,(x) be the n-fold convolution of H(x). If the Laplace-Stieltjes transform 
of H(x) is 


(60) (s) = Je dH(3), 
then the Laplace transform of H,,(x) is 

Ba wW 19. n 
(61) JewH.@ dx = OL 


which enables us to determine H,,(x) for all continuous values of x. (We 
put®H,(x) = 0, if:x <0 and? Hy(x)=—1 7 lor x= 0.) 

As we saw, in our process the happenings and intermissions change. 
The density function of the intermissions is e-’*p. The Laplace transform of 
this is . 


62  e-8 e-Pr p dx — | 
( ) ! P Dp + Ss . 


Let the distribution function of the convolution of n intermissions be Galx)s 
The Laplace transform of this is 


63 * G,,(x) dx = — Be (ee 
An ie ey p+s 
from which we obtain 
Tt ee eee Soe ee 
(64) G,,(x) Wee ETON: _ pdx= | os ener ta 
The distribution pie of the duration of the happenings taking place. 
in the time interval (0, Ot IS : 
elise |. ae | 
(65) Qt, Z) Hrs Mv TES A, (z)e fe ee vir’ 7 if ee eae) 
| 1 tS gee ap 


Proor. Let us denote the duration of the consecutive happenings by 
the random variables &,&,&,... and let &+64...18,—£,. (The variab- 
les &, are not the same, as in the last section.) Since P(&, = x) = H(x)(k—1,2,3,...) 
and the random variables &; are independent, we have P(¢, = x) — H,,(x). Let us 
denote the duration of the consecutive intermissions by the random variables 
Ths Mo. %,--- and put + 7-+---+%,—=—yn. Then P(m = x) = 1—e?" 
(k= 15.2, 3,..,) and P(%,;, = x)= aay since the variables 1, are independent 
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Let n denote the number of the happenings taking place in the time 
interval (0, ¢). If n=O, — the probability of which equals e-”* — then z—O. 
If n = 1 then there are two ceses to distinguish: the happenings taking place 
in the time interval (0,7) are terminated in the interval (0,¢), or not. The 
probability of the event that n happenings are starting and terminated in the 
time interval (0,7) and the duration in question is =z, is equal to the pro- 
bability of the simultaneous occurrence of the following events: 0=&, =z 
and C,+-% S=t<G. + x1. The probability of the event that there are n 
happenings starting in the time interval (0, t) and the nth is not terminated and 
the duration in question is = z, is equal to the probability of the simultaneous 
occurrence of the following events: t—zSy%,S¢t and yto1st<ywthn. 
In the first case the duration of the happenings should be =z, i.e. ¢,—x 
where 0O=x=z and x, =¢—x<y,.1. In the second case the duration of 
the intermissions should be =f—z, i.e. y,=x where f—z=x3t and 
Pret (—x<C,. 

Taking into consideration that P(x, =t—x < %41) = G, (t—x)—Guii(t—x) 
and P(C,-1 = t—x < ¢,) = Ai1(t(—x)—H,.(t—x), we obtain easily the follow- 
ing result: 

(66) &(¢,z)=e"+ 


t 


. > ) {Gal —2) —Gaaslt—2)] dH) +| Ut) Hat) 14 G09) : 


- Since 


z t 
| Gct—oan, (x) — | 1, (t—x)dG, (x) = H(z) G,(t—2) 
and : :: 
| G..ut—x)aH,(x)— | 1, (t—x)d Gus (x) = H(z) Gust (t—2), 
Q further 


t 
Janae, (s) == ert-)_e? 
t-z 


therefore we have for @(f, z) the following expression: 
(67) Q(t, 2) =e 2-9-4 > H,(2)[G(t—2) — Gurs(t—2)]. 
eal 


Here G,(t—z)—G,1(t—z) is the probability of the occurrence of n events 
during the time interval f—z in a Poisson process of density p, i.e. 


f (68) G,,(t—z)— Gua (t(—z)=er"4) een ; 
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Finally it results . 
(69) Q(t, z) = > Hn(z)e” 
n=O 


REMARK 1. The average duration of the happenings taking place in the 
interval (0, ¢) is 


t 3 


(70) v(t) —|0 — 2, 2)] d2 


() 


g-y PC—2)P 
n! 


The Laplace transform of this is 


oe 1 1S [y(s)]" | p y" {ea ] 
st pa = ti _ — == ( 
OP ha tt) as Die, SI pas Ss § p+s—pu Gan 
as obtained previously. By means of the Laplace transform we can easily 
determine 7(?). : 
REMARK 2. The rth moment of the duration of the happenings taking 


place in the interval (0, f) is 
iF t 


(72) a0 Jeas a¢,2—r Je-n—-2¢, 2)| dz . 
0 0 
Let the Laplace transform of this be : 
- 

(73) ©,(s) = fe 1,.(t) dt, 


0 


then by means of (65) we have 


; 

(Ay 6,0) a pS ely et | 
n—=0 5 . 

; 


r+1 (p+s)""1 ds’-} \ 
from which 1,(f) can be determined. 


oo 


EXAMPLE. Let the duration of the happenings be &—e (constant). 
Then we have : 
\0. ifieeet ae \0 if x<ne 
td, C) = P n = : : 
(x) Ny li x=a ale es AES, } Ll iexene. 


By means of (65) we have 


(75) Qt, z)= Pat w(t Ht if O=z=4 


We can also write this expression as 
t=z 
aT kb 
(76) Q(t, Z) = 1— Gari (t—z) = 1 — | Cees wits pdx 
i) 


where k= le] 


Qj: 
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§ 7. Stationary processes 


In the preceding sections we have discussed the case in which the 
process has begun at the moment u—0, and it was in the interval (0,A) that 
we examined the mean values of the number of happenings and that of the 
duration of happenings as well as their distribution functions. If the process 
has already been going on for an endless time, and the mean values and the 
distribution functions of the number and the duration of happenings is being 

examined in some time interval of the length ¢, these will result as indepen- 
dent of the starting point of the interval examined, and will depend only on the 
length of the said interval. In this case we call the process stationary. 

Now also, the mean values can be determined in a simple way by the 
probabilities of beginning and of happening, on the basis of the formulas (13) 

- and (14), their values being now constant, viz. 


2 ee 
(77) f= lim J) = Tcap 
and 
"oi pales 2 eae 
- (78) Ee = lim F(a) =; Toy 
Accordingly, in the case of a stationary process we have 
(fee 
(79) HAO Ee 
and 
spjeee CPLE 
(80) (th pers 


Let us now denote by W*(t,n) the probability distribution of the number of 
happenings beginning in a time interval of length f. 
W*(t,n) is continuous for all values of t, consequently its Laplace transform 


(81) wt (s)— Jes W*(t,n)dt 
is convergent if Ji(s) >O and 

Pree eds Bergen (ep yi(S) Pe 
@ — og=t-5, Fo (1- FFE) om 


which enables W*(t,n) to be determined for all continuous values of t, that 
is, for all values of t. 

Proor. The continuity of W*(t,n) can be proved in the same way as 
that of W(t,n). Similarly to the treatment of the question employed in the 
preceding section, and, using the same notations, we can write 


(83) W'(6.n)=1—P(Fh4+..-+6u=) 
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where, however, the density function of the probability variable &, is, diffe- 
rently from the preceding one, . 

(84) 8(%) = 77g IG). 

The reason hereof is that if the distribution function G(x) of the duration of 
any event is continuous, and its mean is w, then the probability of any event 
just going on at a given moment should terminate within a time not exceeding 

x, is equal, as well-known [4], to 


ito (x) ae 
(85) rere 1 
and the density function of this probability is 
(86) ae 


In our case G(x) is the distribution function belonging to the density func- — 
tion g(x) defined under (47), and 


r 1 l+ep 
(87) w= | xg(x)dx=—+ a= —_—_., 
MPIC ig 
The Laplace transform of g,(x), which is for 2(s)=O convergent, is 
88 pa 9539 2 | LAs, 


With the aid of the latter we obtain, in a manner similar to the treatment 
employed in the previous section, the equation (82). 


REMARK. The Laplace transform of the mean value of the number of | 
happenings is 


(89) >) 


l “ 1 
PRON besircar pr ary 
that is to say, 
‘ wae 
8 l+-ap 
as obtained previously. 
EXAMPLE. §— a (constant). In this case w(s)—e-s*, and 


n , \ n+l 


Teed. Rein wer | fee WS eons: | 
m (Ss oe | Pe DSO ONY 22 ee ee eee - -sa(n aa 
n(S) s l+tap alse : tviseer bier Cie em 
l The : —k)p* 
S. lap Ls Us Seo py een te: apres) 
; ‘ n+1 oes 
-f- Ws | l & n = 1 | | 1 (n aie 2—k)p | e-sa(n+l) 
Ilt+apisis p Star (eS) 
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whence 
Oe eee alma 
(91) > bey Sa “e-v(t-en) + ([ | Out on =f) 
= (= = | ue 
IH 5 ee Or a(n LIT evt-aco] ([ ]=0 if a(n +1) >2). 


It is surprising that, while in the case of a stationary process the computation 
of the mean value is more simple than in the case of a non-stationary pro- 
cess, the distribution function itself is more complicated. 

Let 2*(t, z) denote the distribution function of the duration of the happen- 
ings taking place in an interval of length t. Then we have 


(92) .2°(t,z)— 


Ce ae : ag 
ei ap Sj AZ) +P [I-A] H(e—x) dx (en PCAN tg <2 <4 


1 i 27, 


ProoFr. If the process of happenings has already been going on for an 
endless time and the distribution function of the duration is to be examined, 
then we distinguish two cases: In the starting point of the interval there is 
a happening or an intermission. The probability of a happening going on at 
the starting point of this interval is F" =lim F(a) = 1 er 
bility of an intermission going on at the starting point of this interval is | 

a 1 
. 1—F etccan’ 

The distribution function of the duration of an intermission is G,(x)=1—e-?” 
and its mean value is 1/p. Hence the probability of the event that an inter- 
mission just going on should terminate within a time not exceeding x, is 


equal to 


and the proba- 


1=GO ae 
(93) SO dt = 1-9 = G,(0), 
0 
i. e., this is the same as the distribution function of the first intermission in 
a process starting at the moment «—0O. Hence under this condition the 
distribution function of the duration in question is 2(¢ 2). 
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The probability of the event that a happening just going on should 
terminate within a time not exceeding x, is equal to 


a 


(94) 

0 
If this happening terminated we have the same situation as in the starting 
point of a process which started at the moment w= 0. Hence if there is a 
happening in the starting point of the time interval of the length ¢ and if the 
duration of this happening is exactly x, then the probability in question is 
Q(t—x, z—x). 

Finally we have 


1—H(x) 


= Q(t—x, z—x) dx. 


(95) Q(t, 2) = 


ap r 
im Pps ea 
Using the expression (65) of 2(¢,z), we have the result (92). | 
REMARK. The average duration of the happenings taking place in an 


interval of the length ¢ is 


(96) fae wi \ — Q*(t, z)] dz. 


The Laplace transform of this is 


D 


(97) “sta*(t) dt — 
_1__1. ¥/vOr,,1-¥@ Or) aaa 
ean “apa = s s s. |@+s)"— 3 1+ap 
whence 
98 ath \ eee 
(98) t*(t) ier ‘. 


This formula is identical with the result obtained earlier. 


EXAMPLE. Let the duration of the happenings be constant, £—«. Then 


Ofte xe 
H,,(x) Reg and putting k— | we obtain 


l1 if x — Ne 


de 


k-1 n 
(99) 2*(f, z): S* e-n(t-2) [p(t—2z)] He l tp@—ke) e-p(t-2) [p¢—2)" 
"=O n\ 1+ pe k) ; 
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Il. COINCIDENCE PHENOMENA 


§ 1. Formulation of the problem ' 


Let us consider a system consisting of s processes of the type discussed 
in part I, going on simultaneously. It may then happen that in a given moment 
happenings are taking place in 0,1, 2,...,s of these processes. We shall say 
that the system (the totality of s processes) is at the moment w in the condition 
E;, if at this moment happenings are taking place simultaneously in / pro- 
cesses, 

By definition we shall say that a coincidence exists at the moment uw, 
if at least kK(k=—1,2,...,s) simultaneous happenings are taking place, i. e. if 
the system is in the condition E;, where j=k. At a given moment a coinci- 
dence begins if a transition F)..;—> F, presents itself. 

The question is to determine the mean value m,)(f) of the number of 
coincidences beginning in the interval (0,¢) and their average duration r,;(?). 


§ 2. Determination of the mean value 


Now also, the mean values can be determined by introducing the follow- 
ing probabilities. Let F,.(u) be the probability of the system being at the 
moment w in one of the conditions F,,Fi11,...E;. In this case it is easy to 
see that the probability of the system, which at the moment w was in the condi- 
tion £1, being at the moment w+ 4u in the condition F;, can, in accordance 
with the method employed above, be written as follows: f,(u)4u-+o0(4u), 
or, in short, the conditional probability of the system which at the moment 
uw was in the condition F,,-1, getting in the interval (u,u-+ du) into the condition 
E; is f,(u)du. Thus, we may write that 


t 
(100) Viel) = | fe(wau 
- and : 
(101) tan(t)— | F.(u)da. 
The proof is similar to the proofs of (13) and (14) given above. 
Now 


(102) © fi(uydu = an [F(a] [1 FF) "(sk + pd. 


The reason for this is that the probability of the transition E,1— £), in the 
interval (u,u-+du) is equal to the probability of the following event: that at 
the moment w happenings should be going on in k—1 processes, and no hap- 
penings should be going on in s—k-+-1 processes, which probability can be 
obtained from BERNOULLI’s formula relating to probabilities comprising repe- 
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titions, and that in one of the s—k-+-1 free processes there should begin bet- 
ween the moments uw and u+du an event, the probability of which is 
(s—k-+-1)pdu which event is at the same time also the starting point of a 
happening, that is, 


OS, Ii(ut)=ps | rea | [F(u)J' [1—-F@y"- 


We would remark that the probability of an event beginning between 
the moments uw and w+ 4u in one of the s—k-+1 free processes is 


i ae ') (p-4uy(1—p uy kt 9(4u) = (s—k+1)p4u-+o(4u) and the pro- 


ies of more than one event beginning is o(Ju). Hence we may, for the 
sake of brevity, say that the probability of a happening starting in the time 
interval (u,u-+du) is (s—k+1)pdu. 

The probability of a coincidence at the moment w is equal to the pro- 
bability of happenings going on in & or more processes, that is, 


(104) F(a) = > A [F(w)}' 1 F(@)]"- 


§ 3. Stationary systems of processes 


In the preceding two sections systems of processes beginning at the 
moment u—O have been examined in the interval (0,f). Now let us suppose 
that the processes have been going on for an endless time, and the pheno- 
menon is being examined in some time interval of the length ¢ In this case 
the mean values and probability distributions are independent of the starting 
point of the interval, and depend only on its length: such systems of proces- 
ses are called stationary. 


In this case the values of f,(u) and F,(w) will be constant, viz. 


(105) a BS psi | Vow bid Peed sa peeks 
and 

jek 
The mean values will be 

f s-h+1 
107 * L 4 
~ mo) p(t ad F +ap 
and 
108) = Par | ap | | 1 \ 
a= lteap) \lteap 
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If we denote the density of the happenings starting in one process by 
(109) ee el 


we shall arrive at the equation 


; : s—l1 
(110) m*,(t)—s | ee 


which formula, in the case of the coincidence countings of experimental physics 
supplies the average number of the so-called chance-coincidences. 

The results obtained here can be utilized in practice in connection with 
the simultaneous operation of a plurality of machines, in connection with the 
dimensioning of telephone centrals and for solving the problems occurring in 
the particle countings of experimental physics. 

Finally, | would express my best thanks to Prof. A. RENYI for his nume- 
rous valuable remarks in preparing this paper. 


(om) (lan) nt 
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TEOPETUKO-BEPOATHOCTHOE MCCJIEJOBAHNE ABJIEHUM ’ 
HACTYIMWIEHUA WU KOMHUMIEHUMM B CJIYYAE MPOMCLUECTBUNM, 
C JIOBbIM PACIIPEJ[EJIEHUEM MPOJOJDKUTEJIBHOCTU 


JI. TAKAY (Bynaneur) 


(Pes me) 


Paccmotpum croxacruyeckui mpoyecc tuna Ilyaccona. Ilycrb p maoTHOcTb uucaa 
coobiTHii. OnpesenuM cnepyrouyuM O6pas0M HOBbIM NpOUeCcc: MpPeANOAOKUM, 4TO KaxKLoe 
COObITHE ABIACTCA MCXOAHbIM MYHKTOM HeEKOTOPOrO NpoHCcweCcTBUA, ECM COObITHE HacTyNaeT 
B TaKOH MOMeHT, KOra HET NponcuectBHA. II1posomkuTeAbHOCTh MponcwmectBui: § ABAA- 
eTcA Cay4avHOM BeMYHHON C (byHKuMeH pacnpefenenna HH (x). 

Ilyctp W(t, n) BepoxTHOCTb TOrO, 4YTO YHCIO MPONCWIECTBUM, HAYMHAIOWIMXCA B MepHoy 
(0, t) 6yqer <n. Tlycrb m(ft) o6o3HayaeT MaTeMaTHYeCKOe O*KUAHHE NPOMCWIeECTBHM, Hauli- 
Harouluxcn B nepnog (0,f) a z(t) MaTeMaTn¥eCKOe OxKUAAHHE MPOMOMKHTEMbHOCTH STHX 
mponcmectaun B nepnog (0, f). 

Iycrp F(u) peposaTHoctb Toro, 4YTO B MOMeHT UW kKaK pas MpoveKaeT MpouUcwecTEHe; 
TOrga BEPOATHOCTH TOrO, UTO B Mepnog (u,u-+-Au) Kak pas HAaYHETCH MponcwecTBue eCTb 
f(u) 4u-+o0(Au), rae ‘ 

f(u) = pUl— F(a). 
f(u) orpannuenna, HenpeppinHa uM yfOBMeTBOpAeT MHTerpaAbHOMY ypaBHeHHHO BTOPOrO posa 
Bonreppt: 


" 


fa) =p—p | f(x) [1—H(u—»)] dx. 
0 
Ms storo ypapuexnus f(u) MOKeT ObITh ONpeAeneHa Np NOMOLUH MpeoOpasoBaHun Jlanaaca. 
IIpu nomoun f(u), m(f) u c(t) MoryT ObITb BbIPAxKeHbI CAeAyIOUNMM OOpasom: 
t t 
; ‘ m(t 
m(t) | f(u) du, nu c(t) = | F(u). du—t—— UR 
ri é P 
OrHOCHTebHO acuMMTOTHYeCKOrO NoOBeAeHus f(Z) CnpaBeAMBa Cae_yoUlaA TeOopema: 
Ecan cpeanee nposomKurenbuocTH mponcmecTBHn 
x 
a= |[1—H(x)] dx 


ia} 
KOHEYHO, TO 


‘ : Pp 
oo oe mldgoes 
OTO LOKAsbIBAeTCA pH NOMOUM TeOpemMbl Paley—Wiener-a. 
W(f,n) MOxKeT ObITh BHIYNCIEHO TAKE C NOMOMbIO Npeob6pasonanun J anmaca. 
Ecan ppiueykasanupiii mpouece nporekaer yoke GecKOHeYHO AOATO HM BbILIeyKAsaHUbIe 
BHAYCHUA BEINNCIAOTCA B HEKOTOPOM HHTepBane BNeMeHH pM ft, TO OGO3HAUNB COOT- 
BETCTBYIOWIME 3HAYeHUA 3BE3NO4HON, HMeeM 


t apt 
iste ay) = a Sed Ja Oa had hg 
es t+-ap 
Janbine paccMOrpeHHb! nu pewieHHEI npoOreMbI KONHUNZeHUNH B cayyae ecam mponc- 
XOMMT OJHOBPEMCHHO S TPOUeCCOB BbILLeEpAaCCMOTPeHHOrO TuHMA. 
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Von 
GEZA FREUD 
(Vorgelegt von P. TurAn) 


Il. Einleitung 
Es sei 
(1) fi) =0 
und 


(2) # dr. 


i=0 
r(t) ist eine im Intervall 0 = ¢<  definierte, monoton nicht abnehmende 
Funktion, und das rechtsstehende Stieltjes’sche Integral sei konvergent fiir 
- s>0O. Die wichtigsten Spezialfalle von (2) sind die Laplace-Transformation 
(r(t)= 1), die allgemeine Dirichletsche Reihe, und als Sonderfall des letzteren. 
- die Potenzreihe 


_ (2a) Fi(s)= -Sa ne? 


Wir wollen zeigen: 
Satz. Vorausgesetzt, dap « eine positive Zahl ist, und 


FEF +19) 


(3) Leis) aS 

mit 

(4) I7(s)| < Cos* 

fiir reelle s>0O gilt (¢, und © sind von s unabhdngige positive Zahlen), dann 
ist die Abschdtzung 


©) [Addr =SeU1 +200] 
mit "a 
(6) | lo(x)| <——— _ firx>2 
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Hier bedeutet c, (und im folgenden Cy, ¢;, .++)Co7) positive Zahlen, die 
héchstens von e,« und c, abhangen. (Es ist bemerkenswert, dafi c, in For- 
mel (6) von «(f) unabhangig ist.) 

Im Spezialfalle der Potenzreihe (2a) kann die Bedingung (1) (die jetzt 
a, = 0) ist durch die schwachere 
(1a) a, = —Kn*" 
ersetzt werden. Man muf einfach zu (2a) die Formel 


DS Kaen = Kee i o|4 | fiir s>0 


Sapte K et 
addieren. Somit werden die Bedingungen (1) und (3) mit S’— hme 3 befriedigt. 


Allgemeiner, gilt fiir 7(¢) die Beziehung 


(b) | fe" dt é : | ol= |.«>0. fiir s>0, 


t=0 s“ 
dann kann man die Bedingung (1) durch die schwachere 
(1b) f®>—kKt"! 
ersetzen. c, wird dann eine Funktion von e, ¢,x,c),A und K sein. 

Diesen Satz habe ich (allerdings fiir den Sonderfall @—1) schon in 
1945 bewiesen, und den Beweis Herrn Professor P. TURAN am 2. Mai 1945 
brieflich mitgeteilt. Die hier verdffentlichte Form des Beweises entstand durch — 
mehrfaches Umarbeiten. Professor TURAN machte mich gefalligst auf ahnliche 
Resultate von J. KOREVAAR aufmerksam. KOREVAAR schreibt in einem Briefe, 
datiert 19. IV. 1951., an P. Erpdés, daB& er bei demselben Problem im Falle — 
einer Potenzreihe (also (2a)) die schwachere Abschatzung 

: _log log x 
(7) leQx)| <a “log x . 
bewiesen hat. Andererseits ist es ihm gelungen, ein Beispiel zu geben, aus 
welchem ersichtlich ist, dafi die von mir angegebene Abschdtzung (6) nicht 
einmal fiir den Fall der Potenzreihe und ¢«—1 verbessert werden kann, sogar — 
wenn man statt (la) a, O(n") verlangt. ; 

Professor TURAN hat mich zu Dank verpflichtet, dafi er mir KOREVAARS 
Brief zur Verfiigung stellte, und mich zur Anfertigung dieser Arbeit anregte. — 

Der Gedankengang des Beweises folgt der SchluBweise von J. KARAMATA 
[4]. Aufer des Karamataschen Lemmas werden ausschlieflich Satze iiber Appro-~ 
ximation durch Polynome, und ein Satz von BERNSTEIN tiber die Abschatzung 
der Koeffizienten eines Polynoms benutzt. 

In Kapitel V werden einige einfache Verallgemeinerungen angegeben. In 
einer folgenden Mitteilung werde ich beweisen, daf fiir die k-ten Cesaroschen 


Mittel von /a, bzw. | f(t) dz das bessere Restglied | e(x)| < giiltig ist. 
t—0 


A is 
(log xy 
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Il. Approximation einer stiickweise stetigen Funktion durch Polynome 


Wir wollen eine bekannte Polynomkonstruktion von MARKOFF [6] ver- 
wenden. Es seien f,(x), f(x), ..., f,(x),... im Intervall (0, 1) mit der Gewichts- 
funktion (log 1/x)*! orthogonale Polynome, und x,, <x», <...< en Selon 
die Wurzeln von ¢,(x). 

Wir bilden das Polynom P,,(x) vom hichstens 2n—2-ten Grade, defi- 
niert durch 


Pa (261) = Py (X20) = «= Pa (on) = Pa Sostn) = 1, 
PyalX3,4) =... P, (Xia) ==0; 
(8) in ee Pan) ==, ee Piya 0 | 
Pi, (Xv49, n) =... = Pi(Xnn) =. 


MarkorF, und von ihm unabhangig STIELTJES haben bewiesen, dah 
| Ne ie Oa SeXy, 

(9) Pr(x) = LC riits OX See x Se! 

Ahnlicherweise sei p,(x) das Polynom vom héchstens 2n—2-ten Grade, defi- 

niert durch 


Pn X12) = Po (X20) =. «== Pa(o-1,n)= 1, 
(10) Dn(Xvn) = Pn(Xout,n)—=-- . = Pu(Xnn) =O, 
A Mie in) —— Dy hg a) == 
Dn(Xvsin) =~. -= Pr(Xnn) = 0}; 
dann wird 
phd eG oilites Oe x SeXy, 
Pei | Qeetit xp = |: 


Das Polynom P,,(x)—p,(x) vom héchstens 2n—2-ten Grade nimmt an den 
Stellen x,, und X,41,, den Wert +-1 an, und verschwindet an allen anderen 
Stellen x;,. Also wird 


mae 
(12) [ dog 1/x)°"[P, (x) — pax] dx = font ostyn- 
0 


Hier bedeutet 2,,, die zur Stelle x,,, gehérige Cotes’sche Zahl der mechanischen 
Quadratur tiber den Grundpunkten X,,, X2n,-.-, Xin, im Intervall (0, 1), mit 
der Gewichtsfunktion (log 1/x)*’. Wir wollen » von n abhangig so bestim- 


men, dai 
(13) Xpn = CoAT A 


wird; & ist von n unabhangig, und O<§<1. 
Wie leicht beweisbar, gilt dann 


9 ty J Cy 
(14) E 0<4,< 2 und 0 < Ayn [<a e 


20 Acta Mathematica 
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wobei c, noch von & abhangt. Der Beweis von (14) wird im Anhange nach- 
geholt. 
Es sei ferner 
flit - Uae eee. 


(15) Fe(x) = oP hities a2 a=: 
Dann folgt aus (9), (11), (12), (13) und (15) 

(16) Pue(X) S f(x) S Pnz(X), 

sowie 

(17) | dog 129° '[PnsQ)—Prs@d] dx <=. 


Hier sind P,,:(x) und p, (x) Polynome vom héchstens 2n—2-ten Grade, die 
mittels (8), (10) und (13) definiert sind. Die Ungleichung (17) gilt dann mit 
C,==2c,, die eine Funktion von & ist. 

Es sei nun g(x) eine im Intervalle (0,1) stiickweise stetige Funktion, 


die endlich-viele Sprungstellen hat, und in jedem Stetigkeitsteilintervall der — 


Lipschitz’schen Bedingung 
(18) |Z) —B.%)| < C4|%1— | 
gentigt. 
Ist x, (oder x.) eine Sprungstelle von g(x), so soll g(x,) den Grenz- 


wert von g(x) an der Stelle x, bei Annaherung von derselben Seite wie x, — 


bedeuten. Es kann 

(19) g(x) — A(X) + A(x) 

gesetzt werden, wo H(x) eine lineare Kombination der Sprungfunktionen 
(15) 1st: 


(20) H@)= 2 lg (5: —0)—g (Ei +0) f2,%), 

und A(x) im ganzen_ ep rencniceeene Intervall (0,1) der Lipschitz’schen — 
Bedingung 

(21) |A(x1)—A(%)| < ¢;|xX1—X| 


geniigt. Wir definieren zwei Polynome *%,,(x) und @,(x) durch 
Fn (x) ale (5: —0)—g (Ex + 0)] pis, (x), 


(22) 
4, (x) Se g (Si —0)— g(&. + 0)] Pres, (x); 
wobei 
pts. (x) hae fir g(&,—0)—g(& +0) >0, 
bk NI] Pee (X) tro (eter) eames (Beaty 
oS (x) g(&—0)—g(& +0) 


\ Pu,(x) fiir g(E.—0)—g(&. +0) > 0, 


Pre) = T Pus,(x) — fiir g(&—0)—g(& +0) <0. 


a 
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Diese sind héchstens vom 2n—2-ten Grade, und wegen (16), (17), (20) und 
(22) geniigen sie den Ungleichungen 


(24) Dn (x) S A(x) = n(x) 
und 
(25) | dog 1/x)"[4,.0) —9, (x) dx < <s. 


Ce = >'\gG—0)—g(& +-0)\¢,(§) hangt nur von @ und g(x) ab. (Die fiir 

Sk 
unseren Zweck notige spezielle Wahl von g(x) siehe weiter unten in Glei- 
chung (31).) 

Aus (21) folgt [3], da8 es ein Polynom vom hichstens n-ten Grade y,,(x) 
gibt, fiir das im ganzen Intervall (0, 1) 

ee 

(26) A(x) — ta(x)| < 
gilt. c, hangt von c, in (21) und dem Maximum von |A(x)| in (0,1) ab. Es 
sei nun 


(27) | Pn (X) == + Xn(X) + F(X), 


(28) P,,(x) = 


(x) + 9,,(x). 


Dann sind ¢,(x) und ®,(x) Polynome vom héchstens 2n—2-ten Grade, und 
es gilt nach (19), (24), (25), (26), (27) und (28) 


(29) pal) = (x) = (x), 
sowie 

30) J (og 129 [Papo] dx < 
mit 


1 
C,= 2c, | (log-1/x)?> dx +c. 
Im weiteren sei 
ie Oe aya 
(31) 8X) = At aetin, eo ee 1 


~ somit werden (wie anfangs behauptet) c.,¢;,...,¢s nur von @ abhangig sein. 
Aus bee (30), (31) folgt 


ee 


ft —o, (eet dt = {dog Wear BUN Fog x) 
0 


(32) 
2 \ (log 1)/x)""[.(x) —gu@)dx <4, 
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und dhnlicherweise 


° 1 c 
al Dat pat ee dott Ee nib 1 
|t Pilea ceuies = ae 


(33) 


0 


Ill. Abschatzung der Koeffizienten der Naherungspolynome 


BERNSTEIN hat bewiesen [1], dai wenn das Polynom 


(34) 1X) = Ds en, x" 

im Intervall (0,1) der Ungleichung 

(35) |, (x)| = M 

geniigt, dann wird 

(36) || = |7%.|M (k=0, 1, 2,..., v), 
wo 


BN Tax) =D rex* =F [04 F—1)" + PO") 


k=0 


das Tschebyscheffsche Polynom 2-ten Grades ist. Da die Vorzeichen dieses 
Polynoms (z. B. nach der Regel von DEscarTEs) alternieren, wird 


(38) S Inl=(-)' 1) =F 024-1" + 52 
Aus (36) und (38) folgt 
oo 2 |o.| < M(V2+1)”. 


Betrachten wir nun die im vorigen Kapitel konstruierten Polynome ¢,(x) und 
@, (x). Das Polynom %,(x) = ®,(x)—@, (x) 2n—2-ten Grades ist im Inter- 
valle (0,1) positiv; sein Maximum sei , — ‘#,(X,). Dann wird nach dem 
Satz von MARKOFF | #,(x)| = 2(2n)*y, in (0,1), und somit gibt es ein Inter- 


vall von der Lange (entweder links oder rechts von X,), das in (0, 1) 


16n° 

fallt, und in dem %,(x) = th gilt. Somit wird nach (30) 
1 

(40) —t + (log 1x) |W, (x) dx> : Mn An, 

ar) 0 


1G n? a-1 
| | (log, tx)" dixie eer > fir «@=1, 
(41) A, — : \ 
) (log l x1 > Cy Stang Ye fiir « Srl) 


1 
16 12 
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Aus (40) und (41) folgt, daB im Intervall (0, 1) die Ungleichung 


(42) | B(x) | S mH < ey ne 

besteht. So wird wegen ¢,(x) = 1 

43) 0 = ©, (x) = F(x) + gn(x) <cygn", 

und ahnlicherweise 

(44) |Pn(X)| < Cyne. 

Setzen wir ; 

(45) ®, (x) = > Ss, OF pie a( Xx) Sy x", 
k=0 


dann wird aus (43), (44), ee 


2n-2 =2 


(46) 2 |B < Cyperr"; > , |x| < < Cy,€%18" 
k—0) (= 
und somit 
(47) ‘ >" 2 wl < Ces", SS pal, L < Cj7e"8" . 
(k+1) Sk+1) 


IV. Anwendung der Karamataschen Methode 


| Wir ersetzen in (2) und (3) s durch (K+ 1)s: 
Bae P(@+1) 
st)‘ e-st dt —S +r(ks)]— 
) v (e-L 1)" [1 + r(ks)|— 
_gl@+)) r(ks) 
st (ty 


(48) 


=si irr ‘eetdt + 


Wir multiplizieren (48) mit B, und summieren iiber & von O bis 2n—2: 


(49) \ronwe One T= Sa fa Ma, (e- naps ED S* B, aa 


Somit erhalten wir unter ve eee von (32), (4) und (47): 
1/s, (ee) 1 
| MH dr = | flee de a @ ie dia “24 
0 6 0 

(50) 


2 Bel : cS 


“ Ciy é a 
+ cys* ro LD [1 | - ECs e iF 


Ce 


Endlich sei 


1 _€ 
(51) c= und n—|5 
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so folgt 
(52) 
fiir x = 2. Wegen (50), es und (52) gilt somit 


(53) i f(t) dt < sx*| +7]: 
Ahnlich, statt ®, mit , gerechnet : 
(54) | f() de> sx«| Se ne 


Aus (53) und (54) folgt (5) und (6) mit c; cs, was zu beweisen war. 


V. Anhang. Verallgemeinerungen 


Die Ungleichung 4,,, < ae Wir folgen einem Gedanken von ERDOs— 


TuRAN [2]. 4,, ist das Minimum des Integrals 
1 


(55) | (og 1x)". COP dx, 


wenn wir fiir z,,(x) Polynome von héchstens n—1-tem Grade mit 2,,(x,,,)—1 : 
-zulassen. Wir wahlen als games: 


| iS 1y E(x) o. fiir os 1, 


(56) on (Shae ae 1 = (x) i 2 ae ' 
(n==1y hn ROC PEE =a o ‘ 
mit 
sin in(n —1) — ~ \ 
(57) C, (cos 0) mera =? 5 X= C089, Xyn==COS Osa. 
sin = 


. 7 
te. . . or . ; 
-,(cos @) ist (von einer Konstanten abgesehen) der Fejérsche Kern der Fourier- 
Reihe; es ist positiv, nimmt sein Maximum (n—1) an der Stelle 6—6,,, an, 
und ist tiberall kleiner als c..(@—86,,) . Wegen X., =§ < X,41, gilt (s. STIELT- 


nt 1 1 
jes. [7]) lim x», lim: Xi414==6 so. dab bzw. -————_unter einer festen 
Vt ys) 1 = CO 


vn Lt Xen 

Schranke c,, bleibt. (Im Falle einer allgemeinen  stiickweise stetigen Funktion 

mit endlichvielen Sprungstellen wird diese Schranke von der Lage der Sprung- 

stellen abhangen.) | 
Ferner bezeichnen wir mit c,, das Maximum von x? (log 1/x)** ‘bzw. 

(1—x)*(log 1x)“ im Intervalle (0,1), je nachdem @=1 oder «<1 ist. 

Somit wird, (56) in (55) gesetzt, 
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De ee | dog 1 a) [Fen (x) Pdx=cG, ape ice a te 


(58) : 2 + ee 


1 
5 ie =I ‘tees (cos 6) do< Cog 


Eine anliche Abschatzung gilt auch fiir ets, 


Verallgemeinerungen. Die eine Verallgemeinerungsméglichkeit ist, statt 
(5) fiir 


(x) P dx < 


min(1, = GS yO 


|’ s(t)dr, 8>0 
#0 


eine Asymptotik zu suchen. Das wird erreicht, indem wir statt (31) 
ie fee Ula eek ee, 

a(x)= . 

gs) | See x) NG Hooter hb esa | 


wahlen. Unser Beweis kann Schritt fiir Schritt tibernommen werden, und wir 
erhalten 


; B <u 3 ctf i 
(5c) Jt PQ) de 5g Sxl + @)] 
= mit 
(6c) lox) < ae fiir x>2, 


_ wo ci nur von a, e,c, und @ abhanegt. 

Eine weitere Verallgemeinerung erhalten wir, wenn wir statt (4) 
(4d) , ir(s)| < R(s) fiir reelle s~>0 
- voraussetzen. Dabei sei R(s) eine monoton wachsende Funktion mit R(O)—0O 
und 
(59) R(ks) < es" R(s) (Ges 1 a): 
Wie leicht ersichtlich, kann (47) durch 


2Qn-2 if ks 
(47d) . >, apes < Cog €°” PS) 
k=0 
 ersetzt werden. Somit erhalten wir aus der rechten Seite von (52) 
bye 
eS or (5) <F tenem RO) 


Es sei nun 


(5d) era n= [ge log Taneee 
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dann wird offenbar fiir ein bestimmtes x, und x > x, 


"2 Fe ae ce + wae 
(5d) JPpaar Se +e") 
mit on 
(5d) Cae 
8 ROX) 


(Eingegangen am 21. Oktober 1951.) 
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ON ABELIAN GROUPS WITH COMMUTATIVE 
ENDOMORPHISM RING 
By 
T. SZELE (Debrecen) and J. SZENDREI (Szeged) 
(Presented by L. Répe1) 


§ 1. Introduction 


As is well known, the endomorphism ring of an abelian group is in 
_ general neither commutative nor without zero divisors. This gives rise to the 
problem of describing all abelian groups with commutative endomorphism 
ring and those with endomorphism ring containing no zero-divisors. In a 
previous paper one of us has considered the latter problem [3]! and has suc- 
ceeded in showing that there exists no such group among the mixed groups, 
while C(p) and C(p*) are the only torsion groups of this. property.? The 
present paper is devoted — leaving again the torsion free groups out of con- 
sideration — to abelian groups with commutative endomorphism ring. This 
problem will be solved completely for torsion groups; viz. we shall prove 
that the endomorphism ring of a torsion group is commutative if and only 
if the group is isomorphic with a subgroup of the group C of all rotations 
of finite order of the circle (Theorem 1). Moreover, we can characterize two 
sufficiently large classes of mixed groups with commutative endomorphism 
ring (Theorems 2 and 3), but we shall show that these two classes do not 
exhaust all mixed groups of this property. In describing the structure of the 
groups belonging to one of these classes we shall need a generalization of 
the direct sum which has plaid an important role in the theory of rings. 
Lemma 1 (§ 3) gives an almost trivial necessary condition for the com- 
_mutativity of the endomorphism ring of an abelian group. As easily one can 
show that this condition is necessary, it seems as difficult to prove in general 
that it also suffices. The results below lead us to conjecture that the condi- 


tion mentioned above is always sufficient. 


1 The numbers in brackets refer to the Bibliography at the end of this paper. 
2 For the notations and terminology see § 2 
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We shall see that a torsion group with commutative endomorphism 
ring is always countable, but there exist mixed as well as torsion free groups 
of the power of the continuum with the same property. On the other hand, 
certain facts led us to the conjecture that the endomorphism ring of an abe- 
lian group of a cardinal number greater than the power of the continuum is 
never commutative. If this conjecture will prove to be true, then from the 
results of the present paper it is easy to conclude that every abelian group 
with commutative endomorphism ring is isomorphic with a rotation group of 
the circle. 


§ 2. Preliminaries 


In what follows by a group we shall mean always an additively written 
abelian group with more than one element. Groups will be denoted by Latin 
capitals and their elements by x, a, 6,...,g; the other small Latin letters are 
reserved for rational integers (in particular p,q for prime numbers). We shall 
denote the endomorphisms of a group by small Greek letters. A subgroup 
generated by certain elements a,6,... of a group is denoted by {a, 6,...}. 
A group, every element of which is of finite order, is called a torsion group. 
In case every non-zero element of the group is of infinite order, the group 
is called torsion free. A group which is neither a torsion group nor torsion 
free, is said to be a mixed group. All elements of finite order of a mixed 
group form a subgroup which we call the forsion subgroup of the group. 

Let p be an arbitrary prime number. If the group G contains an ele- 
ment of order p, then p is called an actual prime for G. The set of all actual 
primes for G will be called the actual prime system of G. If pG—G for a 
prime p, then G is called closed for p. (Here pG denotes of course the set 
of all elements pg with g€G.) If H is a subgroup of G and is closed for 
any actual prime for G, then we say that H is an actually closed subgroup 
of G. If a€G and the equation p"x—a is solvable in G for every natural 
number n, then a is said to be an element of infinite height for the prime 
p in G. Clearly, any element of order p* is an element of infinite height for 
every prime different from p. The element a of G will be said to be of actu- 
ally infinite height in G, in case a is of infinite height for each actual prime 
p tor G. If G contains no element +0 of actually infinite height, we call G 
a group without elements of actually infinite height. 

For an endomorphism g—eg of G we denote by eG the set of all 
elements of the form eg (g € G) and call it an endomorphic image of G. The 
set K of all x€G, for which ex—O, is called as usual the kernel of the 
endomorphism ¢. If H is a subgroup of G and «HCH for every endomor- 
phism ¢ of G, then H is a fully invariant subgroup in G. 

We denote by R the additive group of all rational numbers, by C(p") 
the cyclic group of order p' for an arbitrary natural number k, and by C(p%) 
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the additive group of all rational numbers mod1 whose denominators are 
powers of p. The additive group of all rational numbers mod 1 will be deno- 
ted by C. It is clear that C is isomorphic with the group of all rotations of 
finite order of the circle, and it is the smallest group containing each 
(p")(p — 2, 3,5, ...;k=1, 2,...,00) as its subgroup. 

In what follows we shall need a generalization of the concept of the 
direct sum which coincides with the well-known concept of direct sum in case 
of a finite number of direct summands. Some denominations relating to this 
concept are taken from one of JACOBSON’s fundamentally important investi- 
gations on ring theory [2]. 

We shall say that the group G is a direct sum of its subgroups B, if 
the following requirements are fulfilled (where 4 runs over an arbitrary — 
finite or infinite — set of indices, ordered or not): 

There exist endomorphisms «, of G such that 

re. == By; 
entre A= ii" 
10. if Ae FT 
3) g€G and «3g =—0 for every 1 imply g =—0. 

Among all direct sums of the groups 8, there exists a “greatest” one, 
G., satisfying the additional requirement: 

4) For any choice of a representative system of elements 6;€ Bz 
there exists an element g of G, such that #,g = 6, holds for 
each 2 

Obviously, the group G. having the properties 1)—4) is uniquely deter- 
mined (up to an isomorphism) by the groups 8;; we call it the complete 
direct sum of the B,’s, in notation: 


qd) Ge= >, Bi. 


A 


2) €2Eu = 


This group may also be described as the set of all possible ‘‘vectors” <...,62,..-> 
which contain a “component” 6, from each group B, and which are added 
- component-wise. It is easy to see that any direct sum of the groups B; is a 
subgroup of (1). 
On the other hand, among all possible direct sums of the groups By, 
there exists always a “smallest’’ one, denoted by G,, which is a subgroup 
of any direct sum. This may be characterized as the direct sum satisfying 
: 4*) For any element g€Gu, there are only a finite number of A’s 
with egg = 0. 
This group G,, determined uniquely by the groups B, as the group 
satisfying 1), 2), 3), and 4°), is called the discrete direct sum of the B;’s and 


will be denoted by 
1) Ge a. Bi. 
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G, may also be described as the set of all vectors <..., 6;,...> having only 
a finite number of components different from zero. The concept of direct sum 
used so far in the group theory was this discrete direct sum. 

In terms of the complete and discrete direct sums the direct sums of 
the B,’s may be characterized as the groups G for which G; © GCG,. For 
a finite number of groups Bz always Gi G, holds, consequently, in this 
case there exists only one direct sum. Therefore the concept of the direct 
summand in the generalized sense is the same as that in the old sense: a 
certain subgroup H, of the group H is a direct summand of H if there exists 
a group H,CH such that H— H,-+ Ay. 

The definition clearly implies that the complete direct sum of an enu- 
merable infinite set of finite or countable groups has always the power of the 
continuum. 

Let us mention an important example. It is well known that a torsion 
group 7 may be represented as the discrete direct sum of its uniquely deter- 
mined primary components 7,, where 7, is a p-group (i. e. a group contain- 
ing only elements of p-power order): 


(3) ji at he 


— 


Therefore the complete direct sum 
(4) T= De T) 


is uniquely determined by 7; it may be called the complete p-direct sum over 

T. In accordance with this, the groups between 7 and 7(T and T included), — 
in other words, the direct sums of the groups 7,, may be called the p-direct — 
sums over T. It is obvious that, if the actual prime system of 7 contains an — 


infinity of primes, then all of these, except 7, are mixed groups and their torsion — 


subgroup is just 7. 
In case T—C we have obviously 
(5) C= > C(p*) 
D 
where the summation is extended over all distinct prime numbers p. It is not 
difficult to see that the group 
(6) C= > C(p*). 
, 
is isomorphic with the additive group of all real numbers mod 1 (i. e. with 


the group of all rotations of the circle). In what follows we shall not make 


use of this fact. 


~ 
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§ 3. Lemmas 
We start with some lemmas. 


LemMA 1. /f the ring of endomorphisms of a group is commutative, then 
every endomorphic image of the group is fully invariant. 

Indeed, if H—«G is a certain endomorphic image of G and » denotes 
an arbitrary endomorphism of G, then by ne—en we have nH = neG= 
—enGleG — H. 

LEMMA 2. /f a group contains an element of order p, then it contains 
also a direct summand of the form C(p") where m is a natural number or ~. 

For the proof we refer to [4]. 

LEMMA 3. /f a torsion free group H is closed for the prime p, then 
ni C(p”). 

Let a=-O be an element of H. From pH—H we conclude that there 
exisielements @,,4,,...,d,,;... in -such that 


OU egw) Ouray) 50) Piles = Ges Aya 

Therefore H {a} contains a subgroup C(p%), and since this is a direct 

summand of every group containing it,*® we obtain 
H ~ H/{a} = C(p*) + H* ~ C(p%, 
as desired. 

LEMMA 4. Let A be the set of all elements of actually infinite height of 
the mixed group G. If G contains only a finite number of elements of order 
p for any actual prime p, then A is an actually closed subgroup of G. 

It is obvious that A is a subgroup. We have to verify that for any 
actual prime p,, p,A—A holds, i. e. for an arbitrary a€A among the solu- 
tions of the equation p,x—a in G there exist an element xg of infinite 
height for each actual prime p. 

First let p—p, and d,,...,d, be the set of all elements of order p, in 
G. Since a€ A, the equation p,x a has necessarily a solution x—x, in G. 
Thus all the solutions of this equation are . 


(7) X +a), x+d,, vee x, +d, (d;==0): 
Let k now be an arbitrary natural integer. Since a€A, the equation 
psox—az is also solvable in G and for each solution x we have p)x =P Xv 
Tee: Dy( Pe X—X,) =0. Hence any solution of the equation p.x—a satisfies 
the equation 
(8) Deiat Oe (=0, 1,04; 1) 
for some i. In other words, among the indices 0,1,..., 7 there is an i such 
that (8) has a solution for an infinity of k’s. But then the element g —= x) + d’ 


3 See [1], p. 766. 
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in (7) is evidently a solution of the equation p,x— 0 and is of infinite height 
Ot D;- 
Secondly let » be an actual prime for G such that p== p,. We show that 
the previous solution x—g of the equation p,x—a is an element of infinite 
height for p too. Since a€A, for each natural number n there exists an ele- 
ment x,€G such that 


(9) PX OR 
If u,v are integers with ppu-+p"r—1, then by (9) we get 


&= (Pou +p"r)g =up"xX, + vp"g = p" (ux, + rg). 
Thus we have shown that g is an element of infinite height for p. This 


completes the proof of Lemma 4. 


§ 4. Torsion groups 


We recall that a group G is called locally cyclic if any two elements of 
it are contained in some cyclic subgroup of G.* 

The torsion groups with commutative ring of endomorphisms are cha- 
racterized in several ways by 


THEOREM 1. For a torsion group T the following statements are equi- 

valent: 

a,) The ring of endomorphisms of T is commutative. 

b,) Every endomorphic image of T is fully invariant. 

c,) T is the discrete direct sum of groups C(p;:*)(m,—1, 2,...,~°) 
belonging to different prime numbers py. 

d,) T is a subgroup of the group C. 

e,) T is locally cyclic. 

f,) Any finite subgroup of T is a cyclic group. 

gi) For an arbitrary natural number r the equation rx==O has at 
most r solutions x€ T. 

h,) Every subgroup of T is fully invariant. 


REMARKS. According to Theorem 1 a torsion group with commutative 
endomorphism ring is always countable. Theorem 1 shows in particular that 
the necessary condition expressed in Lemma 1 is at the same time sufficient 
for torsion groups in order to have commutative endomorphism ring. Certain 
Statements of Theorem 1 (for example, the equivalence of d,) and e,)) are 
well-known facts. However, we preferred to enumerate in the theorem all 


these interesting properties of the group C, because so the proof will be very 
short. 


‘Obviously this condition is equivalent to the fact that any finite system of elements 
of G is contained in a cyclic subgroup of G. 
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PROOF OF THEOREM 1. 

a,) implies b,). See Lemma 1. 

b,) implies c,). T is a discrete direct sum of p-groups. If one of these 
primary components of T were not of type C(p"), then by repeated appli- 
cation of Lemma 2 we would conclude that 7 might be represented in the 
form 

=p) C(p )-T (les 23; ls N2ie3))3 
But this would imply that ZT has an endomorphism such that one of the 
subgroups C(p"), C(p’) is mapped onto a subgroup +: 0 of the other. This 
would contradict b,), since every direct summand is an endomorphic image. 

c,) implies d,). See (5). 

d,) implies e,). This is clear if one takes into account the representation 
of C as the additive group of all rational numbers mod 1. 

e,) implies f,). This is obvious. See‘. 

f,) implies g,). If the equation rx—=O had r-+1 solutions in 7, then 
these would generate a finite subgroup which is not cyclic. 

g,) implies h,). Obviously it is sufficient to show that, if g,) holds for 
T, then any cyclic subgroup of 7 is fully invariant. Let @€ 7, and let « be 
an arbitrary endomorphism of 7. If the order of a is r, then r-ea—O. On the 
other hand, by hypothesis, the solutions of the equation rx—O are exhaus- 
ted by the elements of the cyclic group {a}. Hence ea€ {a}. 

h,) implies a,). For let a€7, further «,7 denote two arbitrary endomor- 
phisms of 7. Then by h,) ea— ma, ja=na, hence «,a—nma=mna= nea 
Therefore. ey — ye. 


§ 5. Mixed groups 


Lemma 5. Let G be a mixed group with the torsion subgroup T. Then 
each of the following three statements is a consequence of its predecessor: 
a) The ring of endomorphisms of G is commutative. 
b) Every endomorphic image of G is fully invariant. 
c) T is a locally cyclic group without subgroups of type Ci fae 
and the factor group GT is closed for any prime p which is actual Oto 
Proor. By Lemma 1, a) implies b). Consequently it is sufficient to show 
that b) implies c). 
First of all we note that by b) there exists no endomorphism ¢ of G 
in case G=D+E, D+0, E+0, for which O--eECD holds. 
At first we shall show that if b) holds for G, then 7 is locally cyclic. 
Indeed, if 7 were not locally cyclic, then by Theorem 1 there would exist a 
prime number p such that 7 contains more than one subgroup of type C(p). 


5 This requirement can obviously be expressed also in the following manner: T is a 
locally cyclic group without elements of actually infinite height. 
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Then, by applying Lemma 2, we get 
G=C(p")+C(p")+G (Usms~; lenses), 

which is impossible according to our previous remark. 

Now we are going to prove that G7 is closed for any actual prime 
number p. For let p be an arbitrary actual prime for G. Then, by Lemma 2, 
(10) G=C(p")+G,  (lsameecR 
If here pG,—G,, then by C(p")GT we have 

G, = G/C(p") ~ G/T, 
consequently p(G/T)—G T. In the contrary case, i. e. if pG,== Gy, then the 
factor group G) pG, is an elementary p-group and hence 
G, ~ G,/p Go== D> C(p) ~ Cp). 


Therefore G has an endomorphism « such that,’in view of (10), 0 ++ €G, = C(p") 
holds, in contradiction to b). 

Finally we show that the locally cyclic group 7 contains no subgroup 
Oretyperc (p- see, 


(11) T= > C(p) (1S m, < 00; p; + p; fori==j). 
In fact, assuming C(p*)CT we get 
(12) G=C(p")+G,, 


C(p*) being a direct summand of every group containing it.* Then 
(ir =~ G C(p”) ™N G Af 


Further on account of what has been said above we have p(G 7)—GT; 
therefore if we apply Lemma 3 to the group HG 7, we get G/T~C(p”). 
Hence 

G,~ C(p*) 
which leads by (12) again to a contradiction. 


From Lemma 5 thus having been proved we easily obtain the following 
theorems, of which Theorem 2 throws light on all mixed groups with com- 
mutative endomorphism ring and without elements of actually infinite height, 
while Theorem 3 charactérizes the mixed groups with commutative endo- 
morphism ring in which T is a direct summand. 


THEOREM 2. For a mixed group G without elements of actually infinite 
height the following statements are equivalent: 
a,) The ring of endomorphisms of G is commutative. 
b,) Every endomorphic image of G is fully invariant. 
c,) The torsion subgroup T of G is locally cyclic and contains no 
subgroup of type C(p”); further G is a p-direct sum over T such that GT 
is closed for each actual prime. 
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REMARKS. First of all we note that there exist in fact groups G descri- 
bed in c,) of Theorem 2 and we can get an oversight on them. Indeed, the 
complete p-direct sum over the group (11), i. e. the group 


(13) , P= 2C(pi')  (1Sim,< 00; pit p, for its) 
has the property that 7 7 is closed for any prime number p. To prove this 
we must show that if the “vector” c—<...,¢:,...>(cx€C(pr")) is an arbit- 


rary element of the group (13) and p is an arbitrary prime number, then there 
exists an x €7 such that c—px€T. This is obvious, since one may plainly 
construct a “vector” x with c—px=O or c—px€C(p;"), according as 
P += Pi (kK—1, 2, 3,...) or p—p,. Hence the group (13) corresponding to any 
prescribed group (11) has always commutative endomorphism ring, and 
according to Theorem 2 all mixed groups of this property without elements 
_ of actually infinite height are exhausted by those groups G for which TCGCT 
and p,(G/T)—G/T for every k. For a given 7 the determination of all G’s 
of this kind is naturally equivalent to giving all those subgroups of the fac- 
torgroup T T which are closed for every p,. Since the group 7 Tis torsion 
free, this process becomes easier by taking into account that if S is an arbit- 
rary subgroup of 7 T and if we adjoin to S all those elements e of 7/7 for 
which re€S with some natural number r divisible only by primes in (11), 
then we get a subgroup S, of Th such that p,S,—S, for every k. 

The results below will show that in a group G characterized by Theo- 
rem 2 the torsion subgroup 7 is never a direct summand. 

Theorem 2 implies the existence of mixed groups of the power of the 
continuum with commutative ring of endomorphisms. We have to point out 
the fact that the necessary condition of Lemma 1 also suffices for mixed 
groups without elements of actually infinite height in order to have commu- 
tative endomorphism ring. 


PROOF OF THEOREM 2. 

In view of Lemma 5 it is sufficient to show that, if G is a mixed group 

‘without elements of actually infinite height, then c) of Lemma 5 implies c,); 
further if G is an arbitrary mixed group, then c,) implies a,) besides the 
fact that G is a group without elements of actually infinite height. 
Now we consider the first assertion. According to c), 7 is a group of 
the form (11). First of all we show that in (11) there is an infinity of pri- 
mes p,. In the contrary case, by a repeated application of Lemma 2, we would 
have G=T7-+U, and here, by c) and U~G/T, the torsion free group U 
would be an actually closed subgroup of G. This is, however, impossible, 
since by hypothesis G contains no element +-0 of actually infinite height. 
(In the same way we can prove on basis of Theorem. 2 that 7 is never a 
direct summand of the groups G described by Theorem 2.) 
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Now let p; be an arbitrary actual prime number for G. Then by Lemma 2 
(14) G=C(pr")+ Gi (1Sm,< cv) > 
where C(p;'*) is the same direct summand as that occurring in (11). As a 
matter of fact, since the group C(p;") in (11) includes all those elements of 
G whose order is some power of p;, obviously G has no other direct sum- 
mand of type C(p;). Thus in the representation (14) of G the direct sum- — 
mand C(pi*) is uniquely determined. On the other hand we show that also 
G,. is uniquely determined as the set of all elements of infinite height for pi 
in G. A part of this assertion, viz. that g€G and g¢G, imply that g is not 
of infinite height for p,, is obvious. Consequently, it is enough to show that — 
if g,€G,, then the equation p,x—gi, has always a solution x€G;. Since by 
c) GT is closed for p,, there exists an x€G such that p,x—g,—dé€T. Let 
C(p;:")={c,} and let the elements x and d be represented in the form accord- — 
ing to (14) | 
x=icg. +g, d=jfaxtZer Li, Gi € Gy). 
Here g, being an element of finite order in G;, the order of g,” is not divi- 
sible by p,. Therefore g/—p,g, (g, €G,). Hence the equation p,.x—g, —d 
can be written in the form 


Pp, (ie, + 8,.)— +P,Si » 
whence we get p,.(g,—g,) = g,, on account of the direct representation in 


(14). Consequently the element g/—g,” is, mdeed, a solution in G, of the 
equation p,.x = gi. 

By the uniqueness, thus proved, of both terms on the right hand of (14), 
we conclude that each element g of G may be written in exactly one way as | 
the sum of an element «,g in C(py'*) and of an element in G,. It is clear 
that the mapping g—>~«,g is an endomorphism of G. The endomorphisms 
thus defined possess obviously the following properties: 

1) @,G = C( pit); 

Nee ad eee 
[Oss itisiee Ks 

3) If g€G and «,g—0 for every k&, then g—O. 

Indeed, 3) is a consequence of the fact that if «,g¢—0O for every k, then 
g€G, for every k, i. e. g is an element of infinite height for each p;,, so that, 
by hypothesis, g- 0. Thus we have shown that G is a p-direct sum over 
7 in the sense of § 2. 

In order to complete the proof of Theorem 2 we have only to show 
that if c,) holds for the mixed group G, then G contains no element of actu- 
ally infinite height and the endomorphism ring of G is commutative. The pre- 
vious part follows from that by (13) 


2) e&& 


pm Tn py JR g\ rs n pink Tiaks 0, 
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and hence a fortiori for GOT 
pnGn---nperGn---=0. 


Now let ¢ and » be any two endomorphisms of G and let us consider the 
endomorphism 0— e)—ye, Since any endomorphism of G induces an endo- 
morphism in 7 and since, by c,) and Theorem 1, the endomorphism ring of 
T is commutative, we obtain d7— 0. Therefore 7 is contained in the kernel 
K of the endomorphism @. But then, by GT~GkK~4dG and by the fact 
that p.(G T)— GT for every k, dG is an actually closed subgroup of G. 
Hence dG—0O. Thus we have shown that 0 — «;,—ne-—0, and this comple- 
tes the proof of Theorem 2. 

THEOREM 3. Suppose the mixed group G can be represented as G= T+- U, 
where T is the torsion subgroup of G. Then the endomorphism ring of G is 
commutative if and only if T is a locally cyclic group containing no subgroup 
of type C(p”) and U is an actually closed subgroup of G with commutative 
endomorphism ring. 

REMARKS. It is clear that in the groups described by Theorem 3 the 
set of all elements of actually infinite height is just the subgroup U. Hence 
Theorem 2 and Theorem 3 exhaust two classes of mixed groups which have 
no groups in common, since Theorem 2 concerns groups without elements of 
actually infinite height. 

It is easy to give examples for groups satisfying the conditions of Theo- 
rem 2. An instance for a group of this kind is the direct sum of a group T 
of the form (11) and the group U=R. We shall show in § 6 that also 
among the groups described by Theorem 3 exist groups of the power of the 
continuum. 

We may expect to obtain further informations of the structure of the 
groups given by Theorem 3 only in case one would succeed in getting some 
further details of the structure of torsion free groups with commutative endo- 
morphism ring. Only in this case one can answer the question whether or 
not the groups satisfying the conditions of Theorem 3 are all the mixed groups 
whose torsion group is a direct summand and which satisfy the necessary 
condition of Lemma 1. 

PROOF OF THEOREM 3. | 

The necessity of the conditions of Theorem 3 follows obviously from 
Lemma 5, as well as from the fact that if G—7-+U, then U~G T and the 
commutativity of the endomorphism ring of G implies the same for U. 

In order to prove the sufficiency of the conditions, let us consider a 
group G—7-+-U satisfying the hypotheses of Theorem 3. It is obvious that 
both 7 and U are fully invariant subgroups of G (the latter being the set of 
all elements of actually infinite height of G). Consequently any endomorphism 
of G induces an endomorphism both in 7 and U. On the other hand, as the 
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endomorphism ring both of 7 (see Theorem 1) and of U is commutative, 7 
and U are contained in the kernel of the endomorphism #7—vye for any two 
endomorphism ¢, 7 of G. Then the kernel of «7—7« contains also T+ U— G, 
i.e. en—ne—O. 

Now the question arises as to whether the groups given by Theorems 
2 and 3 exhaust all mixed groups with commutative endomorphism ring. We 
have to answer this question in the negative. More exactly: 

If the actual prime system of the mixed group G with commutative endo- 
morphism ring contains all the prime numbers, then G is covered by Theo- 
rem 2. If the actual prime system of G consists only of a finite number of 
primes, then G is covered by Theorem 3. In all other cases — i. e. when the 
actual prime system of G contains infinitely many prime numbers, but not all 
of them — there is a group G with commutative endomorphism ring which is 
not covered neither by Theorem 2, nor by Theorem 3. 

In order to prove this, let G be a mixed group with commutative endo- 
morphism ring, and first let us consider the case when the actual prime system 
of G consists of all primes. Then by Lemmas 5 and 4 all elements of actu- 
ally infinite height of G form a torsion free subgroup A closed for every 
prime. Therefore, according to a well-known theorem * A is a direct summand 
ot G; 

(15) G=G+A 

where G, is already a group without elements of actually infinite height, i. e. 
G, is covered by Theorem 2. But by Theorem 2, G, 7 is a torsion free 
group closed for every prime and thus, it is a discrete direct sum of rational 
groups R. Hence G.~ G, T~R. On the other hand, A +0 would imply 
RCA. Thus, by (15) one might find an endomorphism « of G_ such that 
0+: #(G,)GA contradicting Lemma 1. Therefore only A—0 is possible, com- 
pleting the proof that in this case G is covered by Theorem 2. 

Let us proceed to the case if the actual prime system of G contains but 
a finite number of primes. Then by Lemma 5, 7 is a finite cyclic group and — 
a repeated application of Lemma 2 leads to the representation G—T+U — 
which shows that now G is covered by Theorem 3. 

Finally let us consider the case when the actual prime system of G con- 
tains an infinity of prime numbers p,,p...., but not all of them. Let g be 
a prime not actual for G and denote by R, the additive group of all ratio- 
nal numbers whose denominator is relatively prime to g. Then 


(16) G=R,+ d C(pr) 

- 
is a mixed group covered neither by Theorem 2, nor by Theorem 3, consi- 
dering that the set of elements of actually infinite height of it is R,, further 


neither R,—O nor G—R,-|+-T holds. That the endomorphism ring of the 
group (16) is commutative, we shall show below. (See Theorem 5.) 
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It is worth while having a look at the consequences of our results in 
the most general case. We get a necessary condition as well as a sufficient 
one for the endomorphism ring of a mixed group G to be commutative. The 
previous condition is contained in Theorem 4 and is an immediate consequence 
of Lemmas 4 and 5 as well as of the first part of the proof of Theorem 2. 


THEOREM 4. /f the endomorphism ring of a mixed group G is commu- 
tative, then the torsion subgroup T of G is a group of type (11), G/T is 
closed for every actual prime number, the elements of actually infinite height 
of G form an actually closed torsion free subgroup A of G and GA isa 
group without elements of actually infinite height with commutative endomor- 
phism ring (consequently, it is a group of the type given by Theorem 2). 

The following example shows that the conditions of Theorem 4 are not 
always sufficient for ensuring the commutativity of the endomorphism ring: 


G—R+ > C(p). 


The complete direct sum on the right side is to be extended over all distinct 
prime numbers p. By > C(p)~R, G does not fulfils the requirement of 
p 


Lemma 1, so that the endomorphism ring of G is not commutative. 

A sufficient condition is given by the following 

THEOREM 5. /f a mixed group G satisfying the conditions of Theorem 4 
has the property that there exists a prime number q such that g(G/A)=G/A, 
further A contains no element (+=0) of infinite height for q,° and the endo- 
morphism ring of A is commutative, then the endomorphism ring of G is com- 
mutative. 

PrRoor. Obviously 7 and A are fully invariant subgroups of G. Hence 
any endomorphism of G induces an endomorphism both in 7 and in A. But 
the endomorphism ring of 7 and that of A are commutative, so that T and A 
are both contained in the kernel AK of the endomorphism 0 = ¢x—ye for any 
two endomorphisms « and 7. Therefore 


(17) : G/T ~G/K=93G 
and 
(18) G/A~ G/K 0G. 


Since G/T is closed for every actual prime, (17) means that 0G is an actu- 
ally closed subgroup of G, i. e. )G&A. On the other hand, from q(G/A) = G/A 
and from (18) we may conclude that g(¢G)—0G. However, the only sub- 
group of A closed for q is 0, hence (G=0 and d= bho ae 

The group G in (16) satisfies obviously the conditions of Theorem 5, 
so that its endomorphism ring is commutative. 


6 Consequently g cannot be an actual prime for G. 
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§ 6. Final remarks and some conjectures 


In order to construct groups of the power of the continuum with com- 
mutative endomorphism ring we need the following 

THEOREM 6. /f H,, H,,... are countably many groups such that 

(1) The endomorphism ring of H,, is commutative (n= 1, 2,...), e 

(Il) H,, isa fully invariant subgroup of ae oe direct sum G= = > ie 

(II) The only homomorphic image Of > Hal > He int 0 
then the endomorphism ring of G als is commutative. 

Proor. Let #, be arbitrary endomorphisms of G. By (Il) and (I), each 
H,,, and hence also > A, is contained in the kernel of the endomorphism 
d= en—vne. Therefore 

DA) > Hy ~ dG SG. 
By (Ill) we have 0G 0, consequently ¢7,—7e— 0. 

Using Theorem 6 one can easily construct a torsion free group of the 
power of the continuum with commutative endomorphism ring. In order to 
do this, let p,,p.,... be an infinity of distinct prime numbers and denote 
again by R,, the additive group of all rational numbers whose denominator 
is relatively prime to p,. Then the complete direct sum G = >’ Rp, is a group 
having the required property. (II) is fulfilled, since R,, contains all the elements 
of G which are of infinite height for each prime + -p,,. (III) also holds, for 
G »>'R,, is now a group closed for every prime number p,, while the only 
subgroup of G with the same property is obviously 0. 

If g is a prime number different from each prime number p,, then 


C(q)+ > R, 


is obviously a group satisfying the conditions of Theorem 3. Thus we have 
shown that among the groups covered by Theorem 3 there exist groups of 
the power of the continuum. 

In conclusion we formulate some conjectures. 

CONJECTURE 1. /f every endomorphic image of a group is. fully invari- 
ant, then the endomorphism ring of the group is commutative. 

CONJECTURE 2. Every group with commutative endomorphism ring is at 
most of the power of the continuum. 

If Conjecture 2 will prove to be true, then on basis of Lemma 5 it is 
easy to show that even the following conjecture will hold: 


CONJECTURE 3. Any group with commutative endomorphism ring is iso- 
morphic with a subgroup of the group of all rotations of the circle. 


(Received 13 December 1951) 
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O FPYNMAX ABEJIA, KOJIbUO SH/JJOMOPPU3SMA KOTOPbIX 
KOMMYTATUBHO 


T. CEJIE (Jle6peuen) u A. CEHAPEU (Ceren) 


(P e310 Me) 


B nacrosusen pao6ote apropbl usyyaroT TakHe rpynnbl Adenv, KOAbUO SHROMOP(pH3Ma 
KOTOPbIX KOMMYTATHBHO. /[OKasbIBarOT, YTO TOPSHOrpynna TOra HW TOABKO Tora OONafaeT STUM 
CBOMCTBOM, CCAM JOKaIbHO UNKIMYKA, T.e. M3OMOP(pHa KaKOM-HHOyab NoArpynne rpynnpt, 
COCTOAMeH M3 BpalWeHuM OKPyXKHOCTH KOHEYHOM CTeneHu. Ilocne aTOoro OHH NepexoAAT K 
HCC@MOBAHHIO CMeWAHHbIX Tpynn, OONaqawulNX yKasaHbIM CBONCTBOM. Cpean aTHx rpynm 
yaaétch ONMCaTh rpynnbl, KOTOpble MOryT ObITh MpewCTaBAeHHb! B BHC MPAMOM CYMMbI 
rpynmbi c TOpsvev mu rpynnbt 6e3 TOpsHH Hu rpynnbl, HeCOMepxKaueH TaKOrO OTAMYHOTO OT 
HY SeCMeCHTA, KOTOPbIM O€CKOHEYHO BbICOK OTHOCHTeAbHO 11060r0 TakOroO MpocToro 4uucia, 
KOTOPbIH ABIAeTCA NOPALKOM kakoro-1HO00 aeMeHTa rpynnbi. Bo spropom cayyae ucnosb- 
3yloT HekOTOpOe OGOOMIeHHeE NOHATHA MpAMOH CyMMBI. M3 pesyabTaTOR cnepyet, TO 
cyuecTByeT CMelJaHHad rpynna, MOUHOCTh KOTOPOM e€CTbh MOLIHOCTh KOHTHHYyMa, OOAaja— 
roa BbILCYKASAHHbIM CBOVCTBaM. 

AsTopam yfaéTca nocTpoutb u rpynny 6€3 TOPSHH, MOULHOCTh KOTOPON ECTh MOLILHOCTb. 
KOHTHHYYMa, OONafatollyO 3THM CBOHCTBOM. B 3aka104eHHM OHM BbIABHTalOT rumoTesy, 
cormacHO KOTOPOM MOLJHOCTb rpynnbl, OOAaMaOuen BbILeyKAasaHHbIM CBOCTBAM, HE MO}KeT 
ObITh GONE MOUIHOCTH KOHTHHyyMa. OTa runoTesa MOKET ObITh CtpOpMyauroBaHHa MU Tak: 
mro6axi rpynna, OGnaqaoulad STMM CBOHCTBAM, H3OMOp()Ha KakKOM TO NOs”rpynne rpynnt, 
COCTOAMLEM U3 BCeX BPaleHHM OKPy>xKHOCTH. 
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CONTRIBUTIONS TO THE REDUCTION THEORY 
OF THE DECISION PROBLEM 


Fifth paper 
Ackermann prefix with three universal quantifiers 


By 
JANOS SURANYI (Budapest) 
(Presented by L. Kamar) 


1. In the second paper under the above main title,! I proved a theorem 
on the reduction of the decision problem of the first order predicate calculus, 
which is a common improvement of two reduction theorems, due to GODEL 2 
and PEpis,* respectively. Indeed, by the reduction theorems of GODEL and 
Pepis, the decision problem is equivalent to the satisfiability question for first 
order formulas with a prefix* of the form 


(1) (1) (%2) (Xs) (EVs) - -  (EYn) 

and to the same question for first order formulas with a prefix of the form 
(2) (xe Me )CEY) 

(or, if we will, of the form 

(2’) (1) (%)(EY) (Xs) - -  %n)) 


respectively, whereas in the paper quoted above, | have proved that we can 
take n—1 in (1) and m=3 in (2) (or in (2’), i. e. that the decision problem 
is equivalent to the satisfiability question for first order formulas with a prefix 
of the form 


(3) (X1) (%2) (X53) (Ey) 


1 JAnos Surdnyi, Contributions to the reduction theory of the decision problem, second 
paper, Three universal, one existential quantifiers, Acta Math. Hung., 1 (1950), pp. 261—270. 
We shall quote this paper as “second paper”. 

2 K. Gove, Zum Entscheidungsproblem des logischen Funktionenkalkiils, Monatshefte 
fiir Math. und Phys., 40 (1933), pp. 433—443. 

3 J. Pepis, Ein Verfahren der mathematischen Logik, Journal of Symbolic Logic, 3 

(1938), pp. 61—76 and Untersuchungen itiber das Entscheidungsproblem der mathematischen 


Logik, Fundamenta Math., 30 (1938), pp. 257—348. 
4 A formula whose prefix is mentioned in this paper is always meant to be prenex. 
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(or, if we will, of the form 

(3’) (%1) (2) (EY) (x5) 

containing but four quantifiers in all. Hence the question arises whether or 

not other theorems concerning the reduction of the decision problem can be 

improved in like manner, i. e., by specifying the number of the quantifiers. 
In the present paper I shall answer affirmatively this question concern- 

ing the reduction theorem of ACKERMANN,” stating that the decision problem 

is equivalent to the satisfiability question for first order formulas with a prefix 

of the form 

(4) (EX:) (Ii) (EX2) (V2) « - (Vn). 

Indeed, I shall prove that we can take n= 3 in (4). The method to be app- 

lied permits to specify the number of binary relations too, so that the num- 


ber of unary predicates will remain as the only parameter of the formulas. 
Moreover | shall prove the 


THEOREM.® To any given first order formula it is possible to construct 
an equivalent’ binary first order formula having a prefix of the form 


(5) (Ex,) (1) (EX2) (2) (Ws) 
and also another one having a prefix of the form 
(5) (Ii) (Ex:) (EX2) (V2) (Vs) 


and containing at most seven binary predicates. 


Combined with the theorem of CHURCH ® stating the recursive unsolva- 
bility of the decision problem, this theorem shows that the satisfiability ques- 
tion for binary formulas with a prefix of the form (5) (or (5’)) cannot be solved 
by any (general) recursive process. This may be considered as an improve- 
ment of a theorem of TuRING® stating the recursive unsolvability of the satis- 
fiability question for binary formulas with a prefix of the form 


(EX:) (Vi) (EX) (V2) - » - (Ws): 


® Withetm Ackermann, Beitraége zum Entscheidungsproblem der mathematischen Logik, — 
Math. Annalen, 112 (1936), pp. 419—432. ‘ 

° This result, with a sketch of its proof, is contained in the following paper: JAnos 
SurAnyi, Reduction of the decision problem to formulas containing a bounded number of 
quantifiers only, Proc. of the X‘ International Congr. of Philosophy (Amsterdam 1948), fasc. 
Il., pp. 759—-762. 

’ Two first order formulas are called equivalent if the satisfiability of one of them 
implies that of the other, and conversely. 

§ Atonzo Cnurcn, A note on the Entscheidungsproblem, Journal of Symbolic Logic, 
1 (1936), pp. 40—41, 101—102. See also footnote’ in the second paper. 

® A. M. Turinc, On computable numbers, with an application to the Entscheidungs- 
problem, Proceedings London Math. Society, 42 (1937), pp. 230 - 265, especially pp. 259—263. 
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2. The main idea of the proof is the same as that of the proof of ACKER- 
MANN’s theorem, viz. the well-known fact !° that if a given first order formula 
A can be satisfied at all, it can be satisfied on the set of all positive integers. 
Moreover, for the descriptive functions corresponding to the existential quanti- 
fiers in A we can choose arbitrary arithmetic functions subject to the sole 
conditions that each positive integer has to be assumed at most by one of 
these functions and at most for one sequence of arguments, each of which is 
less than the value itself. Suppose that A has a prefix of the form (3) (which 
we can do, by the theorem of the second paper, without loss of generality). 
In this case we shall need a single, ternary descriptive function, for which we 
shall take the function «(x,, x,, x,;)+-1, where «/(i, /,k) denotes the ordinal 
number of the triad™ (i,7,k) in the Cauchy enumeration of all triads 
(defined exactly later on): 

ele ete ee ye Cis 2 i) (ere), ( 15 1,.3), (172, 2), 
Plsspet Dt algee ake oy -1);.( 3,451), (ly 1,4), 2... 

We construct a formula B, symbolizing the fact that A can be satisfied 
in the indicated way, and therefore equivalent to A. Of course, B has to con- 
tain a definition of the arithmetical function (i, /,k), or, instead of this a defi- 
mition of its “inverses”, i. ¢., of the solutions i= ,(n), j—y.(n), K=-+,(n) of 
the equation (i, /,k)—n. We choose the second possibility, because the 
recursive definition of x, % and x, can be symbolized by means of three uni- 
versal quantifiers, while that of « would require six. The only existential 
quantifiers which enter in B are those expressing the existence of 1 and, to 
each integer, that of its successor, both playing a special role in the recursive 
definitions. From B, we go over to a formula C with a prefix of the form 
(5') by interchanging the quantifier expressing the existence of 1 with the first 
universal quantifier. The independence from the variable of that universal quan- 
tifier of the individual whose existence is thus postulated, will be secured by 
an extra unicity postulate.’ 

3. The enumerating function (i, /,k) as well as its inverses x,(7), %2(7), 
y,(n) will be defined recursively by the equations 

ol, 1 A= 1; 
w(1, 1,k+1)=o(f, 1, 1)+1, 
ola 1,1,kK)=oGk-+1, +1, 
ao,j+l,k)= oli, j,k 1)++1, 
10 Cf. Tu. Sko.em, Uber einige Grundlagenfragen der Mathematik, Skrifter utgitt av 


i ie - . 1—49, especi- 
det Norske Videnskaps-Akademi i Oslo, Mat-naturw. Klasse, 1929, no 4, pp ; Cc 
ally pp. 23—29 and D. Hivgert and P. Bernays, Grundlagen der Mathematik, vol. 2 (Berlin 


1939), p. 174, rule 3*. © me 
fi Triad means ordered triad; i,j,k, n denote throughout positive integers. 

12 This idea was used at the first time by LAszio KALMAR and JANos SurANyI, On the 

reduction of the decision preblem, second paper, Gddel prefix, a single binary predicate, 


Journal of Symbolic Logic, 12 (1947), pp. 65—73. 
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and 

(6) 4i(1) va) xg (1) Sal; 

(7) | 1 for »(y=—x~()=—1, 

(8) m(n+1)=% 4(n)+1 for x(n) + 1,%(2) —1, 
(9) wi(n) for 4,(n)==1, 

10 1 afGrsey, (neers 

i n+ 1) =| y(n) +1 a 43(n) + 1, 

(12) ( x,(n)+1 for x(n) =x(n)—1, 
(13) y(n +1)=4 x%(n)—1 for x(n)=—1,%3(2)=1, 
(14) v(n)—1 “for 4(n)==4. 


We shall verify that they are formulated correctly by proving the 
LEMMA 1. We have !8 
o(i, j,k) =n 
if and. only. if :i==7,(n), f= (Nn), K== a(n). 
Proor. We have . 
(x, (1), x2(1), (1) =o, 1, 1)—1. 
Suppose «(y,(n), x(n), x,(n)) =n for some n; then (/) in case y(n) — x(n) = 1 
we have 
o(x(n +1), 2(n + 1), x(n + 1)) =e, 1, m(2) + 1) = 
= o(x,(n), 1, 1) +1 =o(n(n), (0), x9(0)) + 1 = n+ 1; 
(ii) in case x(n) == 1, x(n) —==1 we have 
O(n (n+ 1), x2(n+ 1), x3(2 + 1)) = O(a (2) +1, 1, x2(2)—1) = 
= 0 (%,(1), %:(2), 1) + 1 = (x,(2), x2(2), x3(2)) + 1 =n +1; 
and (iii) in case x,(n)+=1 we have 
@ (x(n +1), x(n + 1), x3(2 + 1)) = O(a (2), (2) + 1, %5(2)— 1) = 
= 00 (%(2), X2(7), %3(2)) + 1—=n-+ 1. 
Therefore «(x,(n), %:(1), %;(n)) =n holds for n—1, 2,... 
We have obviously (i, /, k) > 0 for all positive integers i, /, k. Therefore, 
by the definition of w, w(i,j,k)>1 except i=j=—k—1; i.e. w(i,j,k)=1 


implies i—1—y,(1), j== 1 =y.(1) and k=1 = ,(1). Suppose that w(i, j,k) —=n 
implies (—y,(n), j= %.(n), kK —=x,(n) for some n, further assume (i, j,k) = 
—=n-+1. As i=j=k—1 is impossible, we have either i—j—1, k=edq 


or i=- 1, j=1, or else j/-+ 1. In the first case we have 
hal wy, kh) seco tlk) —=ow(k—1,1,1)+1, 
hence 
wotk—1,1,l)==ny ka Veen); laa re (0) a(n), 


13 Lemma | shows that the function o (i,j,k)—n furnishes a one-to-one corres- 
pondence between the triads (i,j,k) and the positive integers n. 
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and therefore 
f—l1—=p(n+1), f=1=~(n+1), k= (n) +1=2,(n +1). 
In the second case we have 
N= laws fk) == w (i; 1; k)=@(i—1,k+1, 1)+1, 
hence 


w(i—1,k+1,1)=n, i—1—y,(n), k+-1=—x(n), 1=%,(n), 
consequently y,(n)=— 1 and 
i= (2) +1=x(a+1), j=1=—xm(n+1), k= xw(n)—1 =x, (n +1). 
In the third case we have 
n+1=o(i, j,k) =o(i,/—1,k+1)41, 
hence 


w(i,j—1,k+1)=n, i= x(n), j—1—x%(n), k+1=—%,(n). 
Thus x;(n)== 1 and 
i= (2) = n(n +1), j=~(2)+1—x%(n+1), kK=x,(n)—1 =x, (n+ 1). 
sEheretore c(i, j,k)—=n implies i—,(n), j—=x(n), K=¥,(n) for n=1,2,-.. 


4. In order to prove our theorem, by the theorem of the second paper 
it suffices to construct to any binary first order formula A with a prefix of 
the form (3) an equivalent binary first order formula B having a prefix of the 
form (5). Let 

A = (%1) (2) (3) (E,) M 
where the matrix 
Wise MF ed: Xi; 005 Xp, Xa) 
is a truth function of the 16/7 arguments * 
tte eal, ols ho — 1, 253, 4. 

Suppose first that A can be satisfied. Then (compare 7°) it is possible 
to define predicates ®,,..., ® over the set / of the positive integers such that 
M(@:,..., ©1; X1, Xe, X35 2.1%, Xy,Xs) + 1) 

is true for arbitrary positive integers x,, X., X,; 1. €. 

(15) MG Oe 7,0), (Dy FoX), Xt 1) 

holds for arbitrary x¢ J. For the sake of uniform notation, let x%,(x)=x-+1 
and let 
Dy u(x) = By(tu(x), w(x)) for 4=—1,...,85 4 v=1,2,3, 4. 


14 We may suppose without loss of generality, that A does not contain unary- predi- 
cate variables. Indeed, if we attach to each unary predicate variable F occurring in A 
a binary one, say, F*, different from the binary predicate variables occurring originally in 
A and from the binary predicate variables attached to the other unary ones occurring in A, 
and replacing each part of the form F(x) of A by F*(x, x), then we get a formula which is 


plainly equivalent to A. 
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Let us now denote by M'(Gin, Giw, +--+» Gig; x) the matrix resulting from 
M(F,,..., ij X1) X2, Xs, X,) by replacing F2(Xu, x») by Gays(x) for 4== Ties 
u, v1, 2,3,4. Then we can write (15) in the form 
(16) M* (i, Dr, vy Dy 445 x). 


Define the binary predicate X,(x,y) to hold if and only if y= lx) 
(u = 1, 2, 3, 4); in particular we have 


(17) X, (x, x-+ 1) 
for arbitrary x € /. We have ° 
(18) X(1, 1)X2(1, 1)X3(1, 1) 


by (6); further, for arbitrary x, y,z€/, 
(19) X,(x, y)Xo(x, 1)X5(x, 1) X,(y, 2) > Xi(x +1, 1) X(x+ 1, 1) X;(x +1, 2) 
by (7), (10) and (12); 


(20) X,(x;, v) Xo(x, 1) X3(x, 1) X,(y, 2) —> Xi (x + 1, 2) Xo(x +1, 1) 
by (8) and (10); 

(21) X,(x, y) X4(x, 1) X4(z, p) > Xo(x, 1) X5(x +1, 2) 

by % (x) =y—=z+1=—1 and (13); 

(22) X1(x, y) X3(x, 1) > X(x +1, y) 

by (9); 

(23) Xo(x, y) Xs(x, 1) X,(y, 2) > X2(x + 1, 2) 

by (11); finally 

(24) X, (x,y) Xe(z, y) — Xx, 1) Xy(x-+ 1, 2) 


by x(x) —=y—=z+1=+1 and (14). By (18)—(24), the recursion equations 
(6)—(14) defining y,, % and x, have been completely formalized. We could 
formalize the construction of the predicates #;,,,, out of the original predicates’ 
®, simply by the formulas 


Xu(x, y) Xy(x, z) = (Pau (x) Pe D,(y, z) ) 
(Ase Sea Bic—|0 es =f 4). 


however, in order to dispense with the binary predicates'® ®, in the new for- — 
mula, we can replace ®, by z,9 say. For this purpose (to avoide the © 
increase of the number of the universal quantifiers) we need predicates A,,(x, y) 
defined to hold if and only if x(x) —x(y) (u—1, 2,3, 4). Of course, we © 
can replace A,(x,y) by X,(y,x-+ 1); however, for the sake of uniformity we 
shall retain A,(x,y) as an alternative notation. By means of these predicates, 


© Por simplicity we omit conjunction signs (except at the end of a line when dividing 
formulas). 


16 Of course, the number / of the ®,’s is not fixed. 
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the construction of the predicates “ can be formalized as follows: 
(25) Au(X, Y) Xv(X, 2) Xo(Y, 2) > (Bru v(x) ~ Piro(y)) 


ag A is u, v—1, 2,3,4. The connection between the predicates A and 
the predicates X can be expressed thus: 


(26) Ku(x, 2) Xi(y, Z) > Au(x, y) for w=1, 2,3. 

By (6), (7), (8) and (9) we have x%,(2)—=1<2 and x(n +1)=x(n)+1 for 
i= 2; 3,. “hence by induction, x(n) <n except n= 1. Consequently, X,(y, y) 
holds for as only, and therefore, for arbitrary y,z€J we have 

(27) Yi(V, V) > GZ VY) ~ Xi 1)) (Xa (ZV) ~ Xo(Z, 1)) (Xs (ZV) ~ Xs, 1)). 


Now let us form the conjunction of (16)—(26) on the one hand and 
that of (16)—(27) on the other hand. Let us replace 1 and x-+ 1 by individual 
variables w and v, further the predicates @,,, Wy.,..., Bras, X1, Xo, Xy, X, 
ieee Dy predicate: variables Gia, Gus, «-., Gras, Ay Ho, Hy; Hy, Ly, Lo, Ly 
respectively, Thus we get the matrices'’ 


(28) Mesa N (fran, as, econ Ora, J1,, f1y, He, Hy, 14, La, L,, X, Y;-2, 1, v) = 
eM (Ci, Ones 2+, Gra; x) A, (x) 0) Hie, 0) Ayu, u)H,(a,u) & 
& {H,(x, y) Hy(x, u) H,(x, u) A,(y, z) > A, (x, u) Ay (v, u) H;(v, z)} & 
& {Hi (x, y) Fis, u) H,(x, u)H,(y, 2) > Hy(v, 2) Aa(v, u)} & 
& { H,(x, y) Hy (x, uv) H,(z, y) > a(x, 2) H,(v, x)} {H, (2, y) Hs(x, 1) > 
—+ Fi, (v, 9) } {Ha (x, Y) Ha, a FS) 2) — H,(v, Z)} {s(x 9) Hi(Z, y) > 


+ H,(x, t) H3(v, DIT TL LT Lae Y)Hv(x, 2) H(Y, 2) > 
> [Giuo(x) ~ GaeQ)]} IIT H,(y, v) Hy (x, 2) Hay, 2) > 


= [Gauls ~ Ge()} [Habs Zz), (y, 2) > Lig lX, y)} 
and 
(29) N’=N’ (Gin, Gus, sey Gis; Ai,, F,, As, A, Ls; L,, |b Pes) J), 4; u, ) = 
—N (Gin; Gas zis" :9, Gras, A, fy, f7,, A,, Leds Less x, J); z, u. v).& 


& {Hh (Y, 9) > LD (Hal, y) ~ AnlZ, u))}- 
From what we have proved it follows 
N’ (Zu, Py, a8 #9 Ds 44, X,, Xo, Xs; Xi, Ay, Ap, A3; x, Jy; zZ; 15 X-++ 1) 
for arbitrary x, y,2¢€/; hence*® 
(Eu)(x)(Ev)(y) (2) N’(41, Dio, Sa Teh9) D4, Xi; Xo, Ay Xa} A, Ap, Ag; X} y, 2, u, v) 


11 We abbreviate conjunction of many terms by the sign [Jas they were products. 
18 The range of the quantifiers is the set /. 
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which implies 

(Eu)(x)(Ev)(y)(2Z) Nin, Pra, +++) Piss, X,, Xa> %Xgy ax Ary Aap Ae; oy) eee 
on the one hand, and (by the identity (Eu)(x)F(u, x) > (x)(Eu)F(u, x)) 
(x)(Eu)(Ev)(y)(2) N’ (Pin, Bray +++) Piss, Xr Xo, Xs, Kay Ary Ao, Ags XY) 2 WV) 
on the other hand. Hence we see that the formulae 

B = (Eu)(x)(Ev)(y)(z) N (Gin Gua, «++, Gis, Ai, Ha, Hs, Hi, Li, Lo, L 33x, y, 2, U, v) 
and 

C —(x)(Eu)(Ev)(y)(z) N’ (Gin, Gus,---, Gras, A, He, Hg, Ay, Li, La, Lo, X,Y, 2, U,; 0) 
can be satisfied if A can. Obviously they are of the form (5) and (5’), 


respectively. To complete the proof of our theorem, we have still to show 
the converse: if B or C can be satisfied, the same holds for A too. 


5. First we prove that the satisfiability of C implies the same property 
of B. Suppose that C is satisfied on a (non-empty) set /’ by some predicates 
Di, Dis,.--, Piss, X1, Xa Xa, Xi, Ar, Ag Az defined over J’. Then for Siitabie 
descriptive functions m and w we have 
(30), Ni (3; Paap <y Drag, Kay Xan Man Kay A> Aa, tg ky Ws ey Oe ee 
for arbitrary x, y,z€ J’. 

From the last conjunction term of N’ (see (29)) we conclude 


3 
(31) Xi(V, V) > LD (Kulz, ») ~ Xu2, ¥O))) 
for arbitrary x,y,z € J, while the conjunction term H,(u, w)H,(u, u)H,(u, w) of 
N (see (28)) gives 
(32) Xi (P(x), (X)) X(P(X), GX) Xs(P(X), P(X) 
for arbitrary x € J’. Let @ be a fixed element of /’ and let y= g(a). By (32), 
with x —a, we obtain 


(33) Xi(P P)Xo(Y, P) Xs(P, ¥), 
and hence, by (31) with y—@ we get 
XulZ, $) ~ KulZ, (X)) 
fdr w—1,2,3 and arbitrary x,z¢€ J. Therefore, in any true proposition we 


can replace v(x) by » in the second argument of X,, X. and X,. 
In particular, we can infer from (30) and (33) 


(34) N(%,,, Bris, Bae | Di 43, Xi; Xo, Xs» Xa A;, Ag, As; x, )y, 2; fp, w(a)) 
for arbitrary x, y,z€ J’; indeed, a glance at (28) shows that all occurrences — 


of uw in N, except in H,(u, w) H,(u, uv) H,(u, u), are those as second arguments 
of H,, H, or H,. From (34) it follows 


(Eu)(x)(Ev)(y)(2) N(P, Dry», easy Dias, Xi; Xo; Xs, Xi, A, Ag, iis; Xy+), <, a; v), 
the range of the quantifiers being /’; hence B can be satisfied. 
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6. Now we prove that the satisfiability of B implies that of A. Suppose 
that B can be satisfied; then (compare !°) it is possible to define predicates 
Pir, Pro, .--, Piss, Xi, Xo, Xs, Xa, Ar, Ao, Ay over the set J of positive integers 
such that 

N(Pin, Pus, 2.5 Dias, Xi, XayXg, Xz, Ar, Ao, Ag, X, 9, 2, 1, X-+ 1) 
holds for arbitrary positive integers x,y,z. Consequently, using again for 
X,(y,xX-+1) also the notation A,(x, y), we have (16)—(26) for ANY XV pese f 

Next we prove 

LEMMA 2. We have 
(35) Xu(n, Xu(n)) 
irene 1. 2.5,4 and n= 1,2,...: 

Proor. For u—4, (35) is the same as (17). For «1, 2,3, we use 
induction. By (18) and (6), we have X,(1,7,(1)), Xx(1, w(1)) and X,(1, 7,(1)). 
Suppose that X,(n,x%,(n)), X.(n, %(n)), X,(n,x%,(n)) hold for some n. For 
Xo(n) = 7,(n) 1, we have X,(n, 1) and X,(n, 1), hence, by (19) with x—n, 
Vala), z—xu(n)+1 and (17) with x=, (n), we infer X,(n+1,1)& 
&X.(n+1,1)X,(2+1, ~(n)+1), i-e., on account of (7), (10) and (12), 
Xi(n+1, x:(n+1)) Xo(n+1, xo(n+1)) X;(A-+1, x5(2+1)). For x(n) 1, x,(n) —1, 
Wweenave X,(7, 1), hence, by (21) with xn, y=x(n), <—x%(n)—1- and 
(17) with x—yx(n)—1, on the one hand X,(n,1), on the other hand 
X,(2 +1, %(n)—1), i.e. on account of (13), X;(2+-1, x(n + 1)). Now X.(n, 1) 
Peay e{20)- with x=, y==%,(n), 2==m(n)-+- 1 and (17) with x=» (n), 
X,(n +1, %1(n) + 1) X,(n+-1, 1), i. €., owing to (8) and (10), X:(n + 1, % (n+ 1))& 
& X.(n-+-1,%(n+1)). Finally, for %,(n)==1, we obtain by (24), with 
X=n, y—=x,(n), Z—=x3,(n)—1 and (17), with x= x,(n)—1, on the one hand 
X,(n, 1), on the other hand X,(n+1, x,(n)—1), i.e. on account of (14), 
X,(n-++1,x,(n-+1)). Now, X;(n,1) gives by (22), with x—n, y—y,(n), 
X.(n+1,x%(n)), ie. in virtue of (9), X(n+1,m(n+1)) and by (23) with 
X=N, y=2(n), Z—=x(n)+1 and (17), with x(n), X(a+1, x~(n)+1), 
‘i.e. on account of (11), X.(n-+ 1, x(2 + 1)). Thus we infer X,(n +1, m(n-+ 1))& 
&X(n +1, %(n+1)) X3(n+1,%,(2+1)) in all cases and lemma 2 holds. 

Now let x,, xX», xX; be arbitrary positive integers and let x= (x,, Xs, x;), 
X,=x-+1. Then we have x, =x,(x) for u—1, 2, 3,4 by lemma ,1 and by 
the definition of y,; hence, by lemma 2, 


(36) X,(x,X) for p==1,2,3, 4. 


Let 
Dav © Xa, Ge, Le Oty #, Mal, 2)-3,-4: 


From (36) with w—1, and u=2, replacing x by Puy, i. €., Xi, %2,X; by Xu, x, 
and 1 respectively, we infer 


(37) Kil Duss Xu); Xo(Dauv, 291» 


22 Acta Mathematica 
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Again, from (26) with y= pu», Z—=X,, (36) and (37) we get 

(38) Au(X, Pur) 

for »— 1, 2,3,4; « —1, 2,3, and remembering that A,(x, y) is an alternative 

notation for X,(y, xX +1), i.e. for X,(y, x,), by (37) for «== 4 too. Finally from 

(25) with y= Puy, =x», (38), (36) with » instead of « and (37) we deduce 

Di nv(x)~ Liss( Pur), for. A==1,...,1; u,v 1, 2, 3,4; hence, define 

functions ®3(x,,X,) equal to Yz12(Puv) = Pz12( (Xu, Xv, 1)), we have by (16) 

and by the definition of M*, M(,,..., ®; x, X, X,,X,). That is, we have 
(X;) (2) (X;)(EX,) M(“,, poe g D,; Xi, Xx, Xs, X,) 

with / as the range of the quantifiers, in other words, the predicates @,,..., ®, 

satisfy A on /. Hence-B and C are equivalent to A and therefore our 

theorem holds. . 


(Received 15 December 1951) 
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BIJIA/IbI B TEOPHIO TPMBEJIEHMY TPOBJIEMbI PASPELLIIMMOCTH 


Isiraa cratba 
IIpadpuxe Akkepmana c Tpema oGuMMK KBaHTOpaMu 


A. LUYPAHM (Bynaneur) 


(Pe 310 Me) 


Teopema, koTopas! 1OKasbIBaeTCs B HACTOSULell padore, sBAAeTCA oOOCTPeHHeM USBeCTHOI 
Teopembl AkkepMaHa, 9TO OGOCTPeHHe CXO%*Ke C AHHbIM BO BTOPOM COOOmleHHe B CRASH C 
APyruMu PeLYKUMOHHBIMH TeOpeMaMu. 


Teopema. Jlio6aa thopmyaza sormueckoro ncuncneHust C TOUKN 3peHns YROBIeT- 
BOPHCMOCTH SKBUBACHTHA 3AaMKHYTOH (POPpMye MpaHeKCKON (bOpMbI Tua 
(I) (Eu)(x) (Ev)(y)(2) N 
uM TuMa 
(ll) (x)(Eu)(Ev)(y)(2)N’, 


rae Nu N’ copepsxkat (pyHkuHn Anu OAHOrO MepeMeHHOrO, 3a HCKMOYeHHeM He GOnee 7-Mu 
qbyHKUHM AByX NepeMeHHBIX. 

/loxasaTenbcTRo, Kak MH OpUrHHaAbHOe WOKasaTerbCTBO AKKepMaHa, MCXOANT 3 TOrO, 
4TO eCaM Kakax-1n60 topMyna yAOBNeTBOpHeTCH, TO yOBIeTROpAeTCA HM Ha MHOMKeCTBE 
HaTypaJbHBIX yNCceN, Kak OOAaCTH HHAMBUAYyMOB. IIpu aTOM MepeMeHHbIe, CRASAHHbIE JK3HC- 
TeCHUMaJIbHbIM KBaHTOPOM, MOrYT ObITb 3A€MCHEHbI TAKUM MpOUSBOJIbHbIMU apu(dmMeTHyueckKuMn 
{PYHKUMAMH, KOTOPHIe 3aBUCAT OT NEPEMCHHBIX OOUINX KBAHTOPOR, ONePErxKarOulnli 9KSUCTEHL- 
AIbHbIN KBAHTOP, KAKAOe WeMOe 3HAYCHNE MPHHUMACT AMLWb OAH U3 HAX HV AMIUb OAMH pas 
M 3Ha4eHHeE UX Bese OOMbUIe, YEM HANOOAbLUNM M3 NePeMeHHBIX, BCTPeYalOLMXCHA B ApryMeHTe. 
Ucnoapsys pesyabtat BTOporo COOGLUNHHA MOXKHO MpeANOAOKHTb, YTO AaHHad sopmyaa A, 
UMEECT BH (X;) (X,) (X3) (Ex) M(F,, ..., Fi, X1, Xo, X3, X4), Te BM BeTpeuotcs aMub (pyHkunH 
F,,..., Fi, Kaxkyad us KOTOpbIX eCTb (PyHKUMA AByX MepemeHHbIX. (PyHKuNH OAHOTO Nepe- 
MeHHOFO MOryT ObITh 3aMeHeHbI (pyHKUHAMM AByX MepeMeHHbIx THNa F(x, x).) lo ykKasaHHon 
TeopeMe, €CH OHA YMOBMeETBOPHeTCH, TO yAOBNeTBOPHeTCH HM Ha MHOKECTBE HaTYPaJIbHbIXx 
YC, B KAYECTBE X, MOXKHO B3ATh BHAYEHHE (X,, Xs, Xz) +- 1, re (4, fj, K) NOpAAKOBbI HOMep 
ynopxqoueHHon Tpoikn (/, j, K) B ucancaennn (1, 1, 1), (1, 1, 2), , 2, 1), (2, 1, 1), CL, 1, 3), ... Mycrp 
%1(N), %2(N), %,(N) yHKuNH, OAHOSHAYHO ONpenenéHHbIe ypaBHeHHeM o(7,(N), %2(2), %3 (2) = 
=n uw x4(n)—n-+-1. Boeaa tpynkunn yp, ,,, (x) =F, (4), % (x), ecan xX = W(X, Xo, Xz), 
Mu, OOO3HAUNB BbIPaxkKeHne, MOMyYaemoe U3 M npn sameujenune dbyHkunn F, (X,> X,) (byHkunen 
Wy» y(X) CHMBOIIOM M*¥ (qin, Yiai, -- +, Wiss, x), yhoBeTBOpHeMOCTh A O8HAYaeT TO, YTO MOCTO- 
poenHoe ug Hero 3Hayenne M* pia m1060r0 3Ha4eHHA X OypeT ,,mpaBHJIbHbIM“. 

Bsaegém sornyeckne (pyHkunu X,(x, y!, COOTBETCTBYIOUIMe CBA3H y = 44). Yroopi 
nomzyyuTh (opmMyay, OKBUBaeCHTHY!O mpeqpiyue, K M* uyxHO mpunucaTh B Ka4ecTBe 
KOHBIOHKUMOHHOrO wWieHa (opmyay (17), BbIpaxkarouly1o ponb x -+- 1, BbIpaxeHns (18) — (24), 
(opMyausupyloue pekypcuBHbIe onpefenennsa dynkyun dul), (ren ley) eek xapaxTe- 
PUCTHKY YW; yy: Ecan mp 9TOM XOTHM N30@KAaTb H BBeACHHA OombmOro 4nCcAa PyHKU 
TByX Me€peMeHHbIX M YBEINYCHHA YMCA KBAHTOPOB, TO BBEACM Hi (pyHkunn A, y), cooT- 
BeTCTBYIOUNe CBA3H Hy (X) —7,(y). Torga tbopmyna (25) xapaxTepusyeT cBasb (byHKuMH 
Da iy? (26) ponb (byHkunit H,,.- Beeas Mp MOMOLMM H3 KOHbIOKKUNH MePEMeHHbIe CBsA3aHHbIC 
SK3MCTCHUMAIbHbIM KBaHTOpOM, Ha Mecro 1 u x-+-1 nomy4uMm Bbipaxkenue N. Ecan k oTomy, 
B KaYeCTBE KOHBIOHKUMOHHOrO “eHa NpHMMWeM euje BEIPaxKeHne (27), Popmannsupyroulee 
OmHosHauHocTp ,1“* noayyum N’. Dopmyapi (1) u (Il), nomyyeHHbe Mp MX MOMOUIM KOHeYHO 
yHOBAeTROpAIOTCA, ecun yqoOneTBOpaeTcH A, HO, HaOOOpoT, u3 yAOpAeTROpsiemocti (II), 


cnenyeT yAoBneTBopsemocTh (I), a OTCIOMA YAOBACTBOPACMOCTH A. 
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